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| BOB. CHIZIQLI ALGEBRA VA ANALITIK GEOMETRIYA

1-§. DETERMINANTLAR
Ikkinchi tartibli determinant.

Ta’rif Agar, aji,ai;p,dn,d» sonlar berilgan bo’lsa, shu sonlar orqali
aniglangan ajjay, - a8, ushbu songa ikkinchi tartibli determinant deyiladi va
odatda quyidagicha belgilanadi:

a,, ap

= dydpp - dipdo; (1)

ay Ay

a11,812,821,822 larga determinantning elementlari deyiladi. aj;,a5 larga
determinantning birinchi, a,;,ax, larga esa ikkinchi yo’l elementlari deyiladi. a;3,ax
larga determinantning birinchi aj,a,, larga esa ikkinchi ustun elementlari
deyiladi. a;;,a,, larga determinantning bosh,

1,81, larga determinantning yordamchi diagonal elementlari deyiladi.

(1) dan ko’rinadiki ikkinchi tartibli determinantni hisoblash uchun, bosh
diagonal elementlar ko’paytmasidan yordamchi diaganal elemenlari ko paytmasini
ayirish kifoya ekan.

Misol.
‘7 9

‘:21-812 -60
3

Uchinchi tartibli determinant.

Ta’rif. Berilgan a;;a;0a1382; ,822,823 83183 azs sonlar orgali aniglangan va
qo’yidagicha belgilangan

a,, Gy, Q= Aqpdpdzzt+ Agpdradzy + Ag3dp183p - 13820831 - 12821833 - A11823832

a3 d3p di

songa uchinchi tartibli determinant deyiladi.

Uchinchi tartibli determinant uchta yo’l va uchta ustun elementlaridan iborat
bo’lib, a;; (i=1,2,3; j=1,2,3) hammasi 9 ta element bo’ladi.
a;j dagi birinchi indeks 1 yo’lning nomerini ya’ni nechanchi yo’l elementi
ekanligini bildiradi. Ikkinchi indeks j esa ustunning nomerini ya’ni nechanchi
ustun elemnti ekanligini bildiradi. Determinantlar har vaqt biror aniq son bo’lgani
uchun uchunchi tartibli determinant ham biror aniq sonni ifodalaydi, bu son esa
qo’yidagicha hisoblanadi.
Birinchi diagonal elemenlar ko’paytmasi va asoslari shu diagonalga parallel
bo’lgan ikkita teng yonli uchburchaklar uchlaridagi elemenlar ko paytmalarining



algebraik yitsindisidan ikkinchi diagonal elemenlar ko’paytmasi va asoslari shu
diagonalga parallel bo’lgan ikkita teng yonli uchburchak uchlaridagi elementlar
ko’paytmalarining algebraik yitsindisini ayirganiga teng bo’ladi.

all alZ a13 ° . . . ° . . . ° . . ° . ° . °
a21 a22 a23 =]. ° 4+ . o +o . =1 ° -le . =1 . o =
a31 a32 a33 . . ° ° . . . ° . ° . . . . ° . °

=ajyq8paz3 + Agpdp3ds; T Agzdp1d3p - Ag3dp0a31 - A12821833 - A1182383),

n-tartibli determinant

ap,, A4y ay,
Ay, Gy ey,
Ay Apy e A,

ko’rinishdagi simvolga n-tartibli determinant deyiladi. Bu yerda ham yo’l, ustun,
element va diagonal tushunchalari 0’z kuchlarini saglab qgoladi.

n-tartibli determinant ham biror anig sonni ifadalaydi. Yuqori tartibli
determinantlarni hisoblashni minor va algebraik to’ldiruvchi tushunchalaridan
keyin ko’ramiz.

Determinantning xossalari.

1-xo0ssa. Agar determinantning yo’llarini mos ustunlari bilan almashtirilsa
determinantning qiymati o’zgarmaydi.

2-x0ssa. Determinantning ixtiyoriy ikkita yo’lini (yoki ustunini) o’zaro
almashtirilsa, determinant qiymati o’z ishorasini o’zgartiradi.

3-x0ssa. Determinantning biror yo’lining (yoki ustunining) barcha
elementlari nol bo’lsa, determinantning qiymati nol bo’ladi.

4-xossa. Ixtiyoriy ikkita yo’li yoki ikkita ustuni bir xil bo’lgan determinant
qiymati nol bo’ladi.

5-xo0ssa. Istalgan yo’l (yoki ustun) ning umumiy elementini determinant
belgisidan tashgariga chigarish mumkin.

6-xossa. Determinantning biror yo’l (yoki ustun) elemenlariga boshqa yo’l
(yoki ustunining) elementlarini  biror songa ko’paytirib qo’shganda
determinantning qiymati o’zgarmaydi.

Bu xossalarning to’sriligini bevosita determinantlarni hisoblab ishonch hosil

qilish mumkin.

Minorlar va algebraik to’ldiruvchilar.



1-ta’rif. biror n-tartibli determinantning a; elementinig minori deb, shu
element turgan yo’l va ustunni o’chirishdan hosil bo’lgan n-1 tartibli
determinantga aytiladi va odatda M;; orgali belgilanadi.
Masalan.

y; Gy Ay

s 4z di

a4y

uchinchi tartibli determinantning a,s elementining minori Mys= ikkinchi

as; ds,
tartibli determinant bo’ladi.

2-ta’rif. n-tartibli determinantning a;; elementining algebraik to’ldiruvchisi
deb shu element minorini (-1)" ishora bilan olinganiga aytiladi va A; orgali
belgilanadi.

Ajj = ('1)i+jMij
Misol.
1 -2 3 1
4 3 1 2
5 0 61
31 2 2

determinantning a,3 elementining minorini va ap; elementining algebraik
to’ldiruvchisini hisoblang.

1 -2 1
Mg=4 3 2/=3-20-15+8=-24
5 0 1
2 3 1
Apn=(-1)""My=-Myu=-0 6 1|=-24+3-6+4=-23.
1 2 2

Minor va algebraik to’ldiruvchilar tushunchalari kiritilgandan keyin
determinantning yana uchta xossasini ko’rib o’taylik.

7-xossa. Agar determinantning biror  i-yo’lida (yoki j-ustunida) a;
elementdan boshga hamma elementlari nol bo’lsa, u holda bu determinant shu
element bilan shu elementning algebraik to’ldiruvchisi ko’paytmasiga teng bo’ladi.

a;;  dy a; a,
Ay Gyp o By e Ay,

= a;i Aij = (-1)a;; M;; .
o 0 .. a .. 0 )= 178y My
Ay App ap; an,




8-xossa. Har qanday determinant, biror yo’li (yoki ustuni) elementlari bilan

shu elementlarning algebraik to’ldiruvchilari ko’paytmalarining yitsindisiga teng
bo’ladi.

ay Qa4

ay  ay Ay = AAtaRAnt 823A23 YOKI anAgranAgit anAa,

a3 43 Ay
Determinantning 8-xossasidan foydalanib istalgan tartibli determinantni hisoblash
mumkin.

Misol.
5 1 -4 1
U4 L1 4 -1 5 -1 s
=(-5)-(-)*1 -8 —1+1-(-1)**-4 -8 -1+
—4 1 -8 -1
2 6 2 36 2
32 6 2
1 4 5 1 4 -1
+(-4)(-1)"3-4 1 —1+1-(-1)™-4 1 -8=-264.
3 2 2 32 6

9-xossa. Determinantning biror yo’li (yoki ustuni) elementlarining boshqa
yo’li (yoki ustuni) elementlarining algebraik to’ldiruvchilari ko’paytmalarining
yitsindisi nol bo’ladi.
Masalan. Ikkinchi ustun elementlarini birinchi ustun elementlarining algebraik
to’ldiruvchilariga ko’paytirsak  a;,A11+a0A0+ a3Az3=0 bo’ladi.

Misollar.

Quyidagi determinantlarni hisoblang.

L2 2‘ 5 ‘—1 6 3 Ja _“
4 5 0 3 Ja 1
" a+b a—b‘ 5 [cosa sina -2 2‘
a+b a-b sina cosa a-2 1
Tenglamani eching.
7| % x+:‘ 8. c938x —sin5x _
-4 X+ sin8x  cos5x
Uchinchi tartibli determinantlarni hisoblang.(9-13)
9 8 7 3 4 -8 a 1 a
9.6 5 4 10.8 7 -2 11. -1 a 1

3 21 2 -1 8 a -1 a



2 -3 1 a —a a
12. 6 -6 2 13.]a a -a
2 -1 2 a —a -a
Tenglamani eching.

3 X =X x> 4 9
14. | 2 -1 3|=0 15.|x 2 3=0
x+10 1 1 11

Quyidagi determinantlarni eng kulay yo’l yoki ustun elementlari bo’yicha yoyib
hisoblang.(16-22)

3 2 4 2 0 4 1 b 1
16.10 1 3 17.5 -2 1 18. 0
2 00 1 2 3 b 0 —-b
2 -3 4 1 5 a 2 -1 2 -2 1 0
4 -2 3 2 4 b -3 0o 1 2 -
109. 20. 21.
a b ¢ d 2 ¢ 3 -2 3 -1 2 3
3 -1 4 3 1 d 3 -4 3 1 6 1
0 -a -b -d
0 _ _
29 a c e
b ¢ 0 0
d e 0 0

2-§. MATRISA VA ULAR USTIDA AMALLAR.

Berilgan a; (i=1,...,m; j=1,...,n) sonlardan tashkil topgan quyidagi

81 8y, e Gy 8 8 e 8y
Ay Ay e @y, cla, @, e Ay,

yoki 1)
a, a a a, a a

ml m2 mn ml m2 mn



ko’rinishdagi jadvalga matrisa deyiladi. (1) ga m ta yo’lli, n ta ustunli ,mxn o’lchovli
matrisa deyiladi. a;; larga matrisaning elementlari deyiladi.

Agar mxn bo’lsa, (1) ga to’g’ri burchakli yoki o’rta matrisa deyiladi. Agar m=n
bo’lsa, (1) ga kvadrat matrisa deyilib, uning o’lchami nxn bo’ladi.

a'11
ay e Ay, .
...|-kvadrat matrisa. | *'| -ustun matrisa deyiladi.
anl e ann .
aml
la; @, ... a-yo’l matrisa deyiladi.

Matrisa faqat jadval bo’lib, u biror aniq sonni ifodalamaydi. Matrisada katta, kichik
degan tushuncha bo’lmaydi. Matrisalar odatda A,V,S,-xarflar orgali belgilanadi.
Kvadrat matrisalar uchun uning elementlaridan tuzilgan determinant quyidagicha
bo’ladi:
a, ... 4 a,; ... @
A=|l... ... .| , detA=|Al=]....
a, .. @, a, .. a
Hamma elementlari nol bo’Igan matrisaga nol matrisa deyiladi.
Bosh diagonal elementlaridan boshqa xamma elementlari nol bo’Igan kvadrat
matrisaga diagonal matrisa deyiladi.
Bosh diagonal elementlari bir bo’lib,boshqa barcha elementlari nol bo’lgan
kvadrat matrisaga birlik matrisa deyiladi va odatda E xarfi orgali belgilanadi.
I 00

E=[0 1 0|, |E[~1, bo’lishi ravshan.
0 0 1

Har ganday A va V matrisalarning A=V bo’lishi uchun ular bir xil o’Ichovli va barcha
mos elementlari teng bo’lishi shart.

n

nn

Matrisani songa ko’paytirish.

Biror A matrisani k songa ko’paytirish deb,A matrisaning xamma elementlarini
shu k songa ko’paytirishdan xosil bo’lgan matrisaga aytiladi va kA ko’rinishda
yoziladi.

ka, ... ka,
KA=Ak=

ka ka

ml mn

Matrisalarni go’shish va ko’paytirish.

Agar A va V matrisalar bir xil o’lchovli bo’lsa, ularning yig’indisi deb shunday S
matrisaga aytiladiki, bu S matrisaning elementlari A va VV matrisalarning mos
elementlarining yig’indisidan iborat bo’ladi.



81 8y e Gy by, by, .. blq
A: a21 a22 a2n ’ B: b21 b22 b2q
a, @ a,, by by o by
ay .. Ay by o by (@ +by . o8y, +by,
C=A+B=|.... + =
aml amn bml e bmn aml + bml e amn + bmn

Berilgan matrisalarni ko’paytirish uchun A matrisaning ustunlari soni n, V
matrisaning yo’llar soni p ga teng bo’lishi shart. Aks xolda AV ma’noga ega bo’Imaydi.
Ikkita matrisani ko’paytirganda xosil bo’lgan matrisaning yo’llar soni ko’payuvchi
matrisaning yo’llar soniga, ustunlar soni esa ko’paytuvchi matrisaning ustunlar soniga
teng bo’ladi.

Amxn X qu:Cmq

Ciu G v Gy
Cyy Cp o G,

C=AxB = Y1, AxB#BxA
Cot Cmz - Cug

Shunday qilib ikkita matrisaning ko’paytmasi yana matrisa bo’lib , uning
cij elementi A matrisaning i-yulidagi xamma elementlarini V matrisaning
j-ustunidagi mos elementlariga ko’paytmalarining yig’indisidan iborat bo’ladi:

Cij:ai1b1j+ aizsz +...+ ainbnj = ZLlikb,g. . (iI=1,...,m; j=1,...,9).
k=1

Misol. (2 ! OJ-

_(2.1+1~2+0~2 2-2+1-1+0-zj_(4 5J
311 B

31412412 3-241-1+41-2 7 9

[T NS
N = N

Teskari matrisa

Teskari matrisa tushunchasi fagat kvadrat matrisalarga nisbatan kiritiladi.

1-ta’rif. Agar xar gqanday A va V kvadrat matrisalar uchun AV=VA=Ye tenglik
o’rinli bo’lsa ,u xolda V matrisani A matrisaga (va aksincha) teskari matrisa deyiladi.
Odatda A matrisaga teskari matrisa A™ ko’rinishda yoziladiva AA™= A*A=E
bo’ladi. (Ye-birlik matrisa).

2-ta’rif. Agar A kvadrat matrisaning determinanti |AJ=0 bo’lsa, A matrisaga
maxsusmas matrisa deyiladi .Agar |A|=0 bo’lsa ,u xolda maxsus matrisa deyiladi

3-ta’rif. Biror A matrisaning barcha mos yo’l va ustunlarining o’rinlarini
almashtirishdan xosil bo’lgan matrisaga A ga nisbatan transponirlangan matrisa deyiladi
va odatda A* ko’rinishda belgilanadi.



8 8 e 8y 8, 8y .. @

A= e Ay, Axc|fz 8p . @

ml
m2

8 8y e @

mn

Teorema. Har ganday A kvadrat matrisa teskari A™ matrisaga ega bo’lishi
uchun A matrisaning maxsusmas matrisa bo’lishi zarur va kifoya.

Misol.
2 0 1 20 3 -4 2
A=[3 2 1|, A'=q, |AEB 2 1|=-9#0. A'=-1/9/-6 2 -1
01 2 01 2 3 -1 —4

Hagigatan A*A=AA'=E tenglikni o’rinli ekanligini xisoblab ko’rish mumkin.
Matrisaning rangi.

Bizga mxn o’lchovli to’g’ri to’rt burchakli

8 A e 8y

a a v @
A=| 72 22 2n

a a a

ml m2 mn

matrisa berilgan bo’lsin.
1-ta’rif. A matrisaning k-tartibli minori deb , uning k ta ustuni va
k ta yo’li kesishishdan xosil bo’lgan kxk o’Ichovli kvadrat matrisaning determinantiga
aytiladi (k=min(m,n)) mxn o’lchovli matrisaning k-tartibli minorlar soni C% -C* bo’ladi.
2-ta’rif. Matrisaning rangi deb ,uning noldan farqli bo’lgan minorlarining eng
yugori tartibiga aytiladi.
Agar matrisaning rangi k bo’lsa , u xolda bu matrisaning k+1 tartibli minoridan
boshlab barcha yuqori tartibli minorlari nol bo’ladi.
Matrisaning rangiga qo’yidagicha xam ta’rif berish mumkin.
3-ta’rif. A matrisaning rangi deb uning chiziqli bog’ligli bo’Imagan yo’llarining
(yoki ustunlarining)maksimal soniga aytiladi.

Misollar.
23. Agar A=(2 . _1) B=(_2 ! Oj bo’lsa,
01 -4 -3 2 3

a) 34+2B, b) —A+3B, v) 24+4D, g)%A+1,SB larni hisoblang.

Ushbu matrisalarning ko’ypatmasini toping (24-29)
3 5 7 1 2 4

24,  A=|2 -1 0|, B=|2 3 -2/, a)A*B, b)B*A
4 3 2 -1 0 1



25, A=(3 -1 2),5:
2 4 1

~N b e

.2 225 3

6
5 2 3 5
28.1 4 5 3|
7
-1 2
4

31. [1 “j
0 1

34,

,a) A*B, b) B*A,

o W N

27 (4 3}(—28 93 ]*[7 3}
7 5) (38 -126) (2 1
29.(4 0 -2 3=«

3
32. [1 ‘2]
3 _4

cosa —sina)
sinag cosa

Matrisalar rangini elementar almashtirishlardan foydalanib toping (35-38)

2 2 9 -19
-1 0 -5
35. 4=
1 -1 0
1 -3 4
0 2 -4
-1 -4 5
37. ¢c=|3 1 7
0 5 -10
2 3 0

1
) 2 -1 3 -2 4
, 36. B=|4 -2 5 1 7
B 2 -1 1 8 2
_2
1 3 5 -1
2 -1 -3 4
38. =
ﬂ51—17
7 7 9 1

Ushbu matrisalarga teskari matrisalarni toping. (39-42)



1 9 3 4 2 5 7 3 -4 5

39. ( j ( J 41. |6 3 4 42. |2 -3 1
3 4 5 7

5 -2 -3 3 -5 -1

Matrisali tenglamalarni eching. (43-46)

43, [l 2}*)(:(3 5) 44 X*(3 —ZJZ(—l
3 4 59 5 -4 -5

DN
N—

1 2 -3 1 -3 0 5 3 1 -8
45. |3 2 -4|xXx=10 2 7 46. x*| 1 -3 -2|=|-5
2 -1 0 10 7 8 -5 2 1 -2 15 0

Ushbu matrisalarga teskari matrisalarni elementar almashtirish yordamida toping.
(47-50)

1 -1 2 2 7 3
47. A=|3 -3 7 48. 4=|3 9 4
2 -3 5 1 5 3
3 3 -4 -3 0 01 -1
06 1 1 0 31 4
49. A= 50_ A:
5 4 2 1 2 7 6 -1
2 3 3 1 1 2 2 -1



3-§. CHIZIQLI ALGEBRAIK TENGLAMALAR SISTEMASI.
KRAMER FORMULASI VA GAUSS USULL.

Kramer formulasi.

Faraz qilaylik birinchi darajali, ikkita noma’lumli ikkita algebraik tenglamalar
sistemasi berilgan bo’lsin:

1)

{anxl +a,x, =b,
ay X, +ayx, =b,

(1) sistemaning 1-tenglamasini a,, ga, 2-tenglamasini -a;, ga ko’paytirib qo’shsak
J Y = ba,, —b,a,, (2)
1

a1y —apdy,

(A11820-812821)X1= D18z0-05817

Agar (1) sistemaning 1-tenglamasini -a,; ga, 2-tenglamasini a;; ga ko’paytirib qo’shsak
J Y = b,a,, —ba,, (3)
, =

a1y, —appd,,

(A11822-812821)X2= bo11-b1a21

(2) va (3) larga e’tibor bersak ikkinchi tartibli determinantning ta’rifiga ko’ra

b, ayp a, b

b, a, A _lay b, A, 4
xi= . @

a5 agpp a, 4ap

ay; Ay ay; dy

(4) ga Kramer formulasi deyiladi.
(1) sistema yagona yechimga ega bo’lishi uchun A = 0 bo’lishi zarur va kifoya.
(4) ga e’tibor bersak A berilgan (1) sistemadagi noma’lumlarning oldidagi
koeffiSiyentlardan tuzilgan 2-tartibli determinant A;, A, lar esa mos ravishda A ning
birinchi va ikkinchi ustunlarini ozod xadlar bilan almashtirishdan xosil bo’lgan
determinantlar.
Agar uch noma’lumli uchta algebraik tenglamalar sistemasi

ay, X, +a;,X, +a,x; =b, a7 8y Qg

a, X, +a,X, +a,;x; =b, berilganbo’lib, A=la,, a,, a, #0 bo’lsa

a3, X) +a3,X, + ayX, = b, d3; Qa3 Agg
berilgan sistemaning yechimi
A
X, = —L : X :_1; Xa= —2 5
1 A 2 A 3 A ( )

Kramer formulalari orgali aniglanadi. Bu yerda xam A, A, Az lar
A ning ustun elementlarini mos ravishda
ketma-ket 0zod xadlar bilan almashtirishdan xosil bo’ladi.
Agar birinchi darajali n ta noma’lumli n ta algebraik tenglamalar sistemasi



a, x, +a,,x, +..+a, x, =b

Ay Ay e gy
Ao X, +AsoXy +...ta, X =b . . a a v @
21711 227%2 2n"'n 2 berllgal’l bO’llb, A: 21 22 2n ¢0
a,x,+a,x, +..+a,x =b dg g - Ay

bo’lsa ,berilgan sistemaning yechimi Kramer formulasiga  ko’ra qo’yidagicha
aniglanadi.
A, A, A

X].: X ) XZZX y ey Xn: A (6)

A1, Ay, ..., Ay lar ning ustun elementlarini mos ravishda ketma-ket ozod xadlar bilan
almashtirishdan xosil bo’ladi.

et Sy oS Sx-3y+2z=9

. +5y=

Misol. 1){ ey (x=-1; u=2), 2)2x+2y-5z=3,

Ix+y=-1

2x—y—-3z=17

(x=1,y=-2; z=-1).

Agar uch noma’lumli bir jinsli ikkita tenglamalar sistemasi

ax+by+cz=0 .
a,x+b,y+c,z=0 (")
berilgan bo’lib,
A= b ¢ A= € a4 Ag= a; b
b, ¢, C, 4 a, b,

determinantning loaqal bittasi noldan farqli bo’lsa, u xolda (7) sistemaning barcha
yechimlari

X=Agt, y=Axt, z=Ast (8)
formula bilan aniglanadi. (t-ixtiyoriy son).

a,x+by+cz=0

a,x +b,y+c,z=0 9)

a,x+d,y+c,z=0
(9) da A+#0 bo’lsa, x=0 ,u=0 ,z=0 lar sistemaning yagona yechimi bo’ladi.
Agar A=0 bo’lsa, (9) ning cheksiz ko’p yechimi bo’lib, ular (7) kabi aniglanadi.
Misol.

1) {3x —oy+z=0 (x=3t; u=4t;z=11t),
x+2y—z=0

x—=y—-z=0
2) {x+4y+2z=0  (x=2t;y=-3t; z=5t).
3x+7y+3z=0

Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasini Gauss
usuli bilan yechish.

Quyidagi n ta noma’lumli m ta chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin:



a, x, +a,x, +..+a, x, =b,

Ay X, +ApyXy +...+a,,x, =b,

(1)

a,x,+a, x,+..+a,x =b,

aj (1=1,...,m; j=1,...,n) koeffisiyentdagi birinchi indeks tenglama nomerini,ikkinchi

indeks esa noma’lum nomerini bildiradi.

1-ta’rif. Agar (1) sistema yechimga ega bo’lsa, unga birgalikda bo’lgan sistema,
agar yechimga ega bo’Imasa birgalikda bo’lmagan sistema deyiladi.

2-ta’rif. Agar birgalikda bo’lgan chizigli tenglamalar sistemasi yagona yechimga
ega bo’lsa, uni aniq sistema deyiladi. Agar cheksiz ko’p yechimga ega bo’lsa, uni
anigmas sistema deyiladi.
Chizigli tenglamalar sistemasida qo’yidagi elementar almashtirishlarni bajarish mumkin.

1. Istalgan ikkita tenglamani o’rinlarini almashtirish mumkin.

2. Tenglamalarning ixtiyoriy bittasining ikkala tomonini noldan fargli istalgan songa
ko’paytirish mumkin.

3. Ixtiyoriy bitta tenglamasining xar ikkala tomonini biror xaqiqiy songa ko’paytirib,
boshqga biror tenglamaga qo’shish mumkin.

Bu elemantar almashtirishlarni bajarganimizda xosil bo’lgan sistema berilgan
sistemaga teng kuchli bo’ladi.

Endi (1) sistemani Gauss usuli bilan yechishga o’taylik. Bu usulning moxiyati
shundan iboratki noma’lumlarni ketma-ket yo’qotib ,berilgan sistemaga teng kuchli
bo’lgan uchburchak (yoki pog’onasimon) ko’rinishdagi sistemaga keltiriladi. a;3#0 deb
(1) ning birinchi tenglamasini a;; ga bo’lib, so’ngra uni -a,; ga ko’paytirib, ikkinchi
tenglamaga qo’shamiz.

Keyin -as; ga ko’paytirib, uchinchi tenglamaga qo’shamiz va shu jarayonni davom
ettiraversak natijada shunday sistema xosil bo’ladiki, u sistemaning fagat birinchi
tenglamasida x; gatnashib qolganlarida gatnashmaydi.

Shu jarayonni (1) sistemaning golgan tenglamalariga ketma-ket tatbiq etsak, qo’yidagi
ikkita sistemaning bittasiga kelamiz.

Xy 4 CipX, + CpaXg + .+ Cyp X, =0,
X, +CpXy +C3Xy +...+C X, =d; %t e X =
2 2373 2n*n T M2
X, + CpaXg +...+Co X, =d, )
(2) yoki e, 3
........................................... « i+ otc o x =d
x =d_ P p”p”<n P

(2) sistemaga uchburchak sistema , (3) ga esa pog’onali sistema deyiladi.

Agar (1) sistema (2) ko’rinishdagi sistemaga keltirilsa, u xolda (1)sistema birgalikda
bo’lgan sistema bo’lib yechimi yagona bo’ladi. Agar(1)sistema (3) ko’rinishdagi
sistemaga keltirilsa u xolda (1) sistema birgalikda bo’lib, yechimi cheksiz ko’p bo’ladi.
Misol. 1)



2x,+7x, +13x, =0
3x, +14x, +12x, =18
5x, +25x, +16x, =39
Yechish. a;;=2#0 bo’lgani uchun birinchi tenglamani 2 ga bo’lamiz.
X, +7/2x,+13/2x, =0
3x, +14x, +12x, =18
5x, +25x, +16x, =39
Bu sistemaning 1-tenglamasini (-3) ga ko’paytirib 2-tenglamaga, (-5)ga ko’paytirib 3-
tenglamaga qo’shsak
X, +7/2x,+13/2x, =0
7/2x, —=15/2x, =18
15/2x, —=33/2x, =39
Endi a,, =Z+0 bo’lgani uchun 2-tenglamani I ga bo’lib , so’ngra uni £* ga ko’paytirib
3- tenglamadan ayirsak:
X, +7 2x,+13/ 2x, =0
x, 15/ 7x, =36/ 7 ) X=-4i%=3%g=-1.
~-3/ 7x,=3/7
2)
X, +2x, —4x;, =1
2x, +x, = 5x; =—1
X, =X, —X; =2
1-tenglamani (-2) ga ko’paytirib 2-tenglamaga ,(-1) ga ko’paytirib
X, +2x, —4x; =1

+2x, —4x, =1
3-tenglamaga qo’shsak —3x, +3x, =3 ) Xy T Xy —aX; }

—x. =1
~3x, +3x, =3 Bh

Xo=1+X3; X1=1-2-2X3+ 4X3-= 2X3-1.

Shunday qilib  x;=2X3-1; X,=1+X3.

Demak berilgan sistema cheksiz ko’p yechimga ega ekan, chunki x5 ga ixtiyoriy son

berib, X1, X, larning cheksiz ko’p gqiymatlarini xosil qilamiz.

Misollar.

51. 1> Y 52. 1> 53. ) <Y
2x+7y =81 3x+4y =18 4x -5y =40
2ax—3by =0 ax—3y =1 —ny = (m-n)?

54, Y 55, | 7Y 56, |~ =(M-")
3ax —6by = ab ax—2y=2 2X—Yy=n
2X+Yy=5 X+y—22=06 2x—-3y+2-2=0

S57. {x+32=16 58. ¢2x+3y-7z=16 59. {x+5y—-4z+5=0

5y-z=10 5X+2y+2z=16 4x+y—-32+4=0



2x—-4y+3z=1 X+2y+3z=4 X+2y+3z2=4
60. s x-2y+4z=3 61l. 1 2x+y-z=3 62. 1 2x+y-z=3
3X—y+52=2 3X+3y+2z2=7 3Xx+3y+2z=10
X+2y+3y=4 X-2y+z2=4 3X-y+2z=0
63. {2x+4y+6z=3 64. {2x-3y-z=3 65. {2x+3y-5z=0
X+y—-z=1 4x-y+z=11 X+y+z=0
7X—y=8 2X—-y+2=2
66. 13y -3z=0 67. 3x+2y+22=-2
5X+2=06 X-2y+z=1

Matrisalar yordamida chiziqli algebraik
tenglamalar sistemasini yechish.

Qulaylik uchun uchta noma’lumli uchta chiziqli tenglamalar sistemasini ko’raylik.
ap X, T apX, ax; =6
Ay X T apX) +ay3X; =G,
A3 X) T A3pX, +a33X5 = Cy
Elementlari noma’lumlarning koeffisiyentlaridan, noma’lumlardan va ozod
xadlardan tuzilgan quyidagi matrisalarni ko’raylik.

a;, a4, dg X ¢
A= Ay Gy dys |y ECRE =1 ¢
as; 4z  dj; X3 Cy

Bu xolda (1) sistemani qo’yidagicha yozish mumkin.

a4 4y X ¢
a, a, a, |X|x,|=|c,| = AX=C (2).
as; dz di X3 C3

Agar A matrisa maxsusmas matrisa bo’lsa, u xolda unga teskari bo’lgan
A matrisa mavjud bo’ladi. Shuning uchun (2) ning xar ikkala tomonini A™ ga
ko’paytirsak

Al(AX)= A'C = (ATA)X=A'C
Agar A'A=AA" =E va EA=AE=A tengliklarni ¢’tiborga olsak
(A'AX=AC=EX=AC = X=A'C (3),

(3) (1)-sistemaning yechimini ifodalaydi.
Misol. Quyidagi tenglamalar sistemasini matrisaviy usulda yeching:



3x,—x, =5
—2x,+x,+x;=0
2x, —x, +4x;, =15

Yechish. Sistemani matrisa ko’rinishida yozaylik:
3 -1 0) (x) (5
2 1 1|x|x, |=] 0
2 -1 4) (x,) (15

3 -10 3 -1 0
A=l-2 1 1|, detA=|A|=|-2 1 1|=50
2 -1 4 2 -1 4

Demak A matrisa uchun A™ matrisa mavjud . Berilgan A matrisa elementlarining
algebraik to’ldiruvchilarini xisoblab teskari matrisani topamiz

1 4/5 —-1/5
Al=l2 12/5 —5/3
0 1/5 1/5

Endi (3) formulaga asosan
x, ) (1 4/5 —1/5\(5

2
x, =2 12/5 =5/3||0 |=|1

X5 0 1/5 1/5 15 3
X1=2; Xo=1; X3=3 .

Misollar.

Quyidagi tenglamalar sistemalarini matrisalar hislbi yordamida eching (68-71).

2%, +3X, +2X%; =9 2%, +X, = X3 =5
68. | x, +2x, —3x, =14 69. < x, —2x, +2X; =-5
3X, +4X, + X; =16 X + X, =X, =10
3X, —2X, —=5X; +X, =3 X, + X, —6X; —4X, =6
0. 2%, —3X, + X3 +5X, = -3 71, 3X, — X, —6X; —4x, =2
X, +2X, —4X, =-3 2%, +3X, +9%X, +2X, =6
X, — X, —4X; +9x, =22 3X, +2X, +3%X; +8x, =—7

Quyidagi tenglamalar sistemalarini noma’lumlarni ketma-ket yo’qotish usulida
eching (72-77).

2%, +X, = X3 =5 X, +2X, +3X; =1
72. 15%, +2x, +4x, =1 73. 92X, — X, +2X, =6
X, +3X, +2X, =4 X, +X, =3%Xy =7



X, —1X, +2x, =1 X, +2X, +3X; =7

T4, Ix +3x, —1x, =2 75.9 2%, +3X, + %, =5
X, —5X, +5X; =1 2X, +4x, +6x, =14
2%, + 5%, +4X; + X, =20 3X, +4X, + X3 +2X, =3
76. X, +3X, +2X; +X, =11 77, 3X, +5X, +3X; +5X, =6
2%, +10x, +9x, +9x, =40 6X, +8X, + X; +5x, =-8
3X, +8X, +9x; + 2%, =37 3X; +5X, +3X; +7X, =8

4-§. VEKTORLIAL ALGEBRA
Vektor.

1-ta’rif. Aniq yo’nalishga ega bo’lgan chekli kesmaga vektor deyiladi.
A nugtani vektorning boshi, V nuqgtani esa vektorning oxiri yoki uchi deyiladi. Odatda

vektor 45 Yyoki « ko’rinishda yoziladi. Kesmaning uzunligi 4z vektorning modulini

ya’ni son qiymatini ifodalaydi va |z| yoki |;| ko’rinishda yoziladi. Vektor degan so’z
asli lotincha bo’lib, ko’chiruvchi, siljituvchi yoki tortuvchi degan ma’noni bildiradi.
2-ta’rif. Agar vektorlar bitta to’g’ri chiziqda yoki parallel to’g’ri
chiziglarda yotsa, bunday vektorlarga kollinear vektorlar deyiladi
3-ta’rif. Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi vektorlarga
komplanar vektorlar deyiladi



4-ta’rif. Har ganday ava b vektorlarning
1 ) modullari teng bo’lsa;
2) kollinear bo’lsa;
3) yo’nalishlari bir xil bo’lsa, uxolda a= b deyiladi.

5-ta’rif. Uzunliklari teng bo’lib, yo’nalishlari garama-qarshi bo’lgan vektorlarga
garama-qarshi vektorlar deyiladi. Kollinear so’zi lotincha «com» ya’ni birgalikda yoki
umumiy ma’nosidagi va «Linia» ya’ni chizik ma’nosidagi so’zlardan tuzilgan bo’lib,
«chizigdosh» degan ma’noni bildiradi.

Vektorlar ustida chizigli amallar.

Vektorlarni qo’shish, ayirish amallari o’rta maktab dasturidan ma’lum bo’lgan
uchburchak va parallelogramm goidalariga asosan amalga oshiriladi.
Vektorni songa ko’paytirish. a vektorni biror a xaqigiy songa ko’paytirganda shu a ga
kollinear bo’lgan b vektor xosil bo’lib, uning uzunligi |E|: |0c||g| ga teng bo’lib,
yo’nalishi esa o >0 bo’lsa, a vektor yo’nalishi bilan bir xil , o <0 bo’lsa, Zyo’nalishiga
garshi bo’ladi. Vektorlarni songa ko’paytirish qoidasidan ko’rinadiki B:a; bo’lsa a va

- - -
b vektorlar kollinear vektorlar va aksincha. Demak « va b vektorlarning kollinear

vektorlar bo’lishi uchun b =ca tenglik o’rinli bo’lishi zarur va kifoya.

Vektorlarning o’qga proyeksiyasi.

Proyeksiya so’zi lotincha «projectiv» so’zidan olingan bo’lib, «tasvir» yoki
«soya» degan ma’noni bildiradi. Biror A nuqtaning u o’qdagi proyeksiyasi deb, shu
nuqgtadan u o’qqa tushirilgan perpendikulyarning A; asosiga aytiladi va qo’yidagicha
yoziladi

A. B. A a B __Z—

A, B, O A, 'B;

Pr /A=Ay, pryV=V, AB vektorning o’qdagi geometrik proyeksiyasi deb, vektor boshining
proyeksiyasi bo’lgan A; dan uchining proyeksiyasi bo’lgan B; nuqta tomon yo’nalgan
A:Bl vektorga aytiladi. pry AB = Algl ,

Har ganday vektorning biror o’qdagi geometrik proyeksiyasi vektordir, lekin
uning algebraik miqdori biror aniq sondir. Shuning uchun vektorning proyeksiyasi deb
shu son gabul gilinadi.

Demak ,_A_igl vektorning uzunligi AB vektorning u o’qdagi proyeksiyasi deyiladi. Agar

A va V, nugtalarning koordinatalarini mos ravishda x;,x, desak pr, ;Iz; =X, - X; bo’ladi.



Teorema. Zvektoming u o’qdagi proyeksiyasi shu vektor uzunligini, shu vektor
bilan u 0’q orasidagi ¢ burchak kosinus ko’paytmasiga teng bo’ladi:

- -
prya =|a|cose

Vektor koordinatalari deganda vektorning uchi bilan boshining bir xil koordinatalari
ayirmalariga shu vektorning koordinatalari deyiladi va qo’yidagicha yoziladi
a ={Xz-X1; Y2-Y1}
Vektor koordinatalar kvadratlarining yisindisidan olingan kvadrat ildizga vektor
uzunligi deyiladi.

|Z|= \/(Xz _X1)2 +(y, - y1)2

Chiziqgli bog’ligli va chizigli bog’ligsiz vektorlar.

1-ta’rif. Agar A, Zl+ Ao 22+ oot Ay ;n:O (1) A1, Ay..., Ay larning xammasi bir
paytda nolga teng bo’Imagan xolda o’rinli bo’lsa , u xolda

> -

Zn vektorlarga chizigli bog’ligli vektorlar deyiladi.

2-ta’rif. Agar (1) tenglik fagat A,=X,=...=A, =0 bo’lganda o’rinli bo’lsa, u xolda

,,,,, Zn vektorlarga chizigli bog’ligsiz vektorlar deyiladi.

Tekislikdagi xar qanday ikkita vektorning chizigli bog’ligli bo’lishi uchun

ularning kollinear vektorlar bo’lishi zarur va kifoya. Fazodagi har ganday uchta

vektorning chizigli bog’ligli bo’lishi uchun, ularning komplanar vektorlar bo’lishi shart.
Tekislikdagi xar ganday ikkita vektorning va fazodagi har ganday uchta vektorning

chizigli bog’liksiz vektorlar bo’lishi uchun ularning mos ravishda kollinear va komplanar

vektorlar bo’Imasliklari zarur va kifoya.

Vektorni bazislar bo’yicha yoyish.

1-ta’rif. Tekislikdagi bazis  deb ikkita kollinear bo’lmagan, ya’ni chizigli

bog’ligsiz Zly 22 vektorlarga aytiladi.



1-teorema. Tekislikdagi biror a vektorning Zlva 22 bazislar orgali yoyilmasi

a= A art A, a2 ko’rinishda bo’lib, yagona bo’ladi.
2-ta’rif. Fazodagi bazis deb, undagi xar ganday uchta komplanar bo’Imagan,

ya’ni chiziqli bog’ligsiz bo’lgan 21,22,23 vektorlarga aytiladi.

2-teorema. Fazodagi biror « vektorning ai,a.,as bazislar orgali yoyilmasi

Z :7\,1; 1+ }\42 Z 2+7\,3; 3 (2)
ko’rinishda bo’lib, yagona bo’ladi.

Endi dekart koordinata sistemasidagi bazis va ular bo’yicha vektorlarni yoyishni
ko’raylik. Dekart koordinata sistemasida Ox, Ou, Oz o’qlar yo’nalishida mos ravishda

uzunliklari birga teng bo’lgan i, j,k vektorlarni |i |=] j |=|k |=1 olaylik. Uzunliklari birga
teng bo’lgan vektorlarga birlik vektor yoki ort deyiladi. Bu vektorlar o’zaro
perpendikulyar bo’lib komplanar bo’lmagani uchun, ya’ni chiziqli bog’ligsiz vektorlar
bo’lgani uchun bazislarni tashkil giladi. Shuning uchun ularga dekart ortogonal bazislar
deyiladi.

@ = OB+0D+OE z Ef
573va T X _O_BvaT X _O_ZZva E vektorlarning A A
kollinear vektorlar ekanligini e’tiborga olsak K
OB=Aii : OD =y} ; OE=)sk kelib chigadi o j|D A SN
Ao }+x31€ vektorning koordinata i ‘/ ”
o’qlaridagi proyeksiyalarini mos ravishda x B e B

proX5B =ay=MA1 , Proy OD=a y= A2, Proz 5Z~":a ;= A3 desak

a :aXT + ayT +aZE formula kelib chigadi.
Agar a vektorning koordinata o’qlaridagi proyeksiyalarini X,y,z desak,
a=xi +yT +zk yoki o ={x,y,z},
Z:(Xz'Xl) i+ (Y2-y1) —j)+(22'zl) k yoki a= {Xa-X1Y2-y1.2-21}
ko’rinishlarda xam yozish mumkin.

Vektorlarning yo’naltiruvchi kosinuslari.

Z:{X,y,Z} vektor Ox,0u,0z koordinata o’qlari bilan mos ravishda «, 3,7 burchaklar
tashkil gilsin.

Ta’rif. a vektorning koordinata o’qlari bilan xosil qilgan burchaklar

kosinuslariga ya’ni coso ,cosp,cosy larga a vektorning yo’naltiruvchi kosinuslari
deyiladi.
Proyeksiyalash qoidalaridan foydalansak chizmadan ko’rinadiki



- >
X=a,=Prox a =|a |cosa , oSt = = — "~ 7 a

—> 2 2
e eyie?
> - y y
y=a=proya=lafcosp  cosf =7 =—rt v B
Xy
X o y
e 7 5
X=8,=pro; a =| a |cOSy COSy = = ————

Misol. A(1,2,3) V(2,4,5) bo’lsa, ;:EE vektorning yo’naltiruvchi kosinuslarini toping.
Yechish. 4B ={1:2;2},| 4B |=3 , cosa=1/3 ; cosp=2/3 : cosy=2/3.

Kesmani berilgan nisbatda bo’lish.

A(X1, Y1, Z1) N(X,y,z) B(X2, Y2, Z,)
X=q, y=0q 2=

=4 => AN=ANB.

NB

AN ¢z NB vektorlarning kollinearlik shartidan

AN =ANB = (X-X;) | +(y-y1) | +(z-21) k =A4-[0%) | +(y2-y) | +(z2-2) K]

. X, + Ax, v+ Ay, zZ, + Az,
=1 72 . oyl 72 . a2 T2

1+4 1+ 4 1+ 4

: + + +
xususiy xolda A=1bo’lsa, x=21-"2 , p=27H . _5HTH

2 2

Misollar.

78. a= {6;3,~2} vektorning moduli hisoblansin.
79. a vektorning ikkita x =4, y =-12 koordinatasi berilgan. Agar ‘5‘ =13 bo’lsa,

uning uchinchi z koordinatasi topilsin.

80. Agar ;-1;4} vektorning boshi M(1;2;-3) nuqgta bilan ustma-ust tushsa uning
oxiri bilan ustma-ust tushuvchi nugta aniglansin.

81. Agar 4 =1{2; —3; —1} vektorning uchi (1, -1, 2) nugta bilan ustma-ust tushsa,
uning boshi aniglansin.

82. d= {12; —15; —16} vektorning yo’nltiruvchi kosinuslari hisoblansin.



83. 5:{3 4. E} vektorning yunaltiruvchi kosinuslari hisoblansin.

13 13 13

84. Vektor Ox va Oz uklari bilan mos ravishda « =120°,7 =45" burchak tashkil
etadi. Vektor Oy o’q bilan kanday burchak tashkil etadi?

85. a vektor Ox va Ou uklari bilan mos ravishda « = 60°, #=60" burchak tashkil
etadi. || = 2 deb, uning koordinatalari hisoblansin.
86. Quyidagilar berilgan |a| =13, ‘ ‘ 19 va ‘a + b‘ 24, ‘#

hisoblansin.
87. Quyidagilar berilgan \a\=11,\5\=23 va \*

‘

aniglansin.

—

88.ava b Vvertorlar o’zaro perpendikulyar  va ‘a‘:S,
89. ava b vertorlaro’zaro  ¢=60° burchak tashkil etadi, shu bilan birga
—_ =8’ ‘—»

bl=12.

bl va ‘5 = 5‘ lar aniglansin.

‘5‘:5 va

va ‘5 = B‘ lar aniglansin.

90. Berilgan a va b vertorlar yordamida quyidagi vektorlarni yasang:
- 1 - — 1 - 1 - -

1) 3a; 2)-= b; 3)2 = b; 4)= - 3b.

) s 2) - )28 + )5 a

91. ABS uchburchakda AB = m va AC = n bo’lsin.

— — —

m — n n — m

Quyidagi vektorlarni yasang: 1) m ; n. 2) ; 3) ;
4)—m + 0 . Masshtab birligi S|fat|da— ‘ ‘nl olib, quyidagi vektor yasalsin:
5)[n| m + |m| n; 6)[n| m - ‘m‘

92. ABCDA'B'C'D' paralleplpedda uning qgirralari bilan ustma-ust tushuvchi
vektorlar berilgan: AB = m, AD=n AAl=p. Quyidagi vektorlarni yasang:

1) m+n+p; 2) m+n+%p
OECPEPR 4) m+n-p
—_ - 1 —
5 -m-n+=p/
) —m-n+ 5P
93. « va pB Kkoeffisientlarning ganday giymatlarida a=-2i+3j+ gk
va B:ai—6]+2E vektorlar kollinear bo’ladi?

94. Quyidagi to’rtta nugtani trapesiyaning uchlari ekanligi tekshirilsin:
A3;,-12), B(;-2;,-3), C(;-1;-3), D(3-5;3)



95. a=1{6; —2, —3} vektorning orti topilsin
96. 5={3; 4;  —12} vektorning orti topilsin

-

97. a={3 -5 8 va b={1 1L -4} vektoryigindisi va ayirmasining
modullari aniglansin.

98. AB={2 6 -4} va AC={4 -2, 2} vektor ABC uchbukchakning
tomolari bilan ustma-ust tushidi. Shu uchburchakning uchlariga qo’yilgan

va uning AM, BN, CP, medianalari bilan ustma-ust tushuvchi
vektorlarning koordinatalari aniglansin.

99. Tekislikda uchta a=3-2}, b={-21 va c={7-4} vektor
berilgan.  Bu vektorlarning har birining, qolgan ikkita vektorni bazis
sifatida gabul gilib, yoyilmasi aniglansin.

100. Uchta a={3-1}, b={—2} va c={-17} vektor berilgan. p=a+b+c

—

vektorning a, b bazis bo’yicha yoyilmasi topilsin

Skalyar ko’paytma.

1-ta’rif. « va b vektorlarning skalyar ko’paytmasi deb, shunday songa
aytiladiki, bu son shu vektorlar uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusi

ko’paytmasiga teng bo’ladi va odatda ab yoki (2 b ) ko’rinishda yoziladi.
Demak ta’rifga ko’ra ab :|Z ||B | coso ; (pZZ"B

Misol. |a|=3, |b[=2, p=60° bo’lsa (a B):3-2%=3

Skalyar ko’paytmani qo’yidagicha xam ta’riflash mumkin.

2-ta’rif. 1kki vektorning skalyar ko’paytmasi deb, ixtiyoriy bittasining uzunligini
ikkinchisining birinchi vektor yo’nalishidagi proyeksiyasi bilan ko’paytmasiga aytiladi.

praE:|E|COS¢ yoki prb2=|Z|COS(p tengliklardan foydalansak

a b=|a |5 |cose=|a |pr.b =|b [prya ; prob =2 prya = 2>
|al |b]
Skalyar ko’paytmaning fizik ma’nosi: F kuchning moddiy nuqgtani s masofaga

ko’chirgandagi bajargan ishdir. A= F-s yoki A4 F I §|cos¢.
Skalyar ko’paytmaning xossalari.

- - - - . . .
1. a-b=Db-a 0o’rin almashtirish xossasi.

e T T

2. (Z +B)c =a c+ta ¢ tagsimot xossasi.
3. }V(Z- B) = (}L-g)-gz a (}L-B) guruxlash xossasi.
4. Agar @ va b vektorlar bir xil yo’nalishdagi kollinear vektorlar

bo’lsa, a b=|a||b|chunki cos0=1.



Agar garama-qarshi yo’nalgan bo’lsa, a B=-|Z ||B| chunki c0s180°=-1.
5. aa=|alalcos0=|a]} = a’=|af
6. a perpendikulyar b bo’lsa , 4 b=0 bo’ladi.
Eslatma. 5 va 6 xossalardan foydalanib TTE birlik vektorlarning skalyar
ko’paytmalarini ko’rsak
i
k=

tengliklarning o’rinli bo’lishi ravshan.
Skalyar ko’paytmaning koordinatalari orgali ifodasi.

i\—i

Ti=jj=kk=1
Tj=ik=li=jK=ki

k-0
Agar Zz{xl, Vi, Z1} B:{Xz, Yo, Z,} vektorlar koordinatalari orqgali berilgan

bo’lsa, a-b ni xisoblaylik.

ab ={ xﬁ +yﬁ +zlz)(x27 +y27 +22§ )=(eslatmaga ko’ra)= X;Xo+Yy1Y,+2,2,
Demak koordinatalari bilan berilgan ikkita vektorning skalyar ko’paytmasi mos
koordinatalari ko’paytmalarining yig’indisiga teng bo’lar ekan.

a va b vektorlar yig’indisi esa qo’yidagicha xisoblanadi:

-

R
a+ b={Xy+Xy; Y11 VYo; 21+ 25}

Ikki vektor orasidagi burchak va parallelik,
perpendikulyarlik shartlari.

Agar a va b vektorlar orasidagi burchakni ¢ desak bu vektorlarning skalyar
ko’paytmasidan
ab
al-b]
ikki vektor orasidagi burchak kosinusini xisoblash formulasi kelib chigadi.

(1)

a b_|a||b [cosp = cosp =—

Agar ;Z{Xl, Vi, 21}, B:{Xz, Y2, Z,} koordinatalari bilan berilgan bo’lsa,
XlXZ + ylyZ + 2122

cos ¢ = (2)
Vxi +ylzl o\ Jxd + ) 4z
Agar ¢ Lb bo’lsa, ¢ :% bo’lib cosp =0 bo’ladi va (2) dan
X1Xo+Y1Yot+y1Yo+212; =0 (3)

—

(3) ikki vektorning perpendikulyarlik sharti. Agar ava b vektorlar parallel bo’lsa, u

xolda bu vektorlarning kollinearlik shartidan ya’ni a=\b dan



X1T "‘le "‘21E =2( XZT +Y2T +2Z; E )= X1=AXz 5 Yi=AY2 ; Z1=AZ;

N _ A (5)
Xy V2 I
(5) ikki vektorning parallelik sharti.
Misol. |a|=3, [b|=4 , 0= a B:%’T
(a+b)2=a?+2(q b)+b2=9-12+16=13

bo’lsa (Z +E)2:q :

Misollar.

-

b

101. a b va b vektorlar =%z  burchakni tashkil etadi. \a\=3, 4,

giymatlarni bilgan hold quyidagilar hisoblansin:

—

1)ab; 2)a’, 3)b"; 4) (a+bf; 5) (3a—2bfa+2b);
6) ([a-bf; 7) (Ba+26f.
102. a va b vektorlar o’zaro perpendikulyar; ¢ vektor ularning har biri

bilan%burchaktashkiletadi; \5\:3, \6\:5, H:s ekani ma’lum bo’lsa,

quyidagilar hisoblansin: 1) Ba-2b6+3c); 2) (a+b+cf; 3) (a+2b-3cf.

103. a+b+c=0 shartni ganoatlantiradigan a, b va c¢ birlik vektor
berilgan. ab+bc+ca hisoblansin.

104. a+b+c=0 shartni ganoatlantiradigan uchta a, b va c  vektor
berilgan. \a\:s, \6\21, H=4 tengliklarni bilgan holda ab +bc +ca
hisoblansin.

105. a, b va ¢ vektorlar juft-jufti bilan 60° burchak tashkil etadi. \5\:4,
\6\:2, ‘E‘:Gtengliklarni bilgan holda p=a+b+c vektorning moduli

aniglansin.
106. ‘5‘:3, ‘5‘=5 tengliklar berilgan o ning ganday giymatida

a+ab, a-ab vektorlar o’zaro perpendikulyar bo’lishi aniglansin.

107.6:6(56)—6(56) vektorning ¢ vektorga perpendikulyar ekanligi isbotlansin.

108. B:B—@ vektorning a vektorga perpendikulyar ekanligi isbotlansin.

-2
a



109. a va b vektorlar p== burchak tashkil etadi; |a|=+3, |p=1

[op}

ekanligini bilgan holda, p=dad+b va g=a-b vektorlar orasidagi a burchak

hisoblansin.
110. Teng yonli, to’g’ri burchakli uchburchakning o’tkir burchaklaridan
o’tkazilgan  medianalari orasidagi o’tmas burchak hisoblansin.

111. A(-13,-7), B(2,-15) va C(0;L-5) nuqtalar berilgan.
Quyidagilar hisoblansin: 1) (2A8-c8) (2CB-BA) ; 2) | AR': 3) Jac'.

4) (2CB BA) va 4B(4C BC) vektorlarning koordinatalari topilsin.

112. f={3 -2, -5} kuch qo’yilgan nugtato’g’ri chiziq bo’ylab harakat
gilib, 4(2; -3, 5) nugtadan B(3 -2; -1) nugtaga siljidi. f kuchning
bajargan ishi hisoblansin.

113. Bir nugtaga qo’yilgan uchta kuch berilgan: »={3; -4, 2}, N={2; 3, -5}
va P={-3, —2; 4}. Shu kuchlarning teng ta’sir etuvchisining qo’yilish nuqtasi
to’g’ri chizik bo’ylab harakatlanib, M, (5, 3; -7) holatdan

M, (4 -1 -4) holatgako’chganda, teng ta’sir etuvchi bajargan ish hisoblansin.
114. To’rtburchakning uchlari A(1; -2; 2),B (1; 4; 0),C(-4; 1; 1)va

D(-5; -5; 3) nuqgtalarda yotadi. Uning AC va BD diagonallari o’zaro
perpendikulyar ekanligi isbotlansin.

115. « ning ganday giymatida a=ai—-3j+2k va b=i+2j—ak Vvektorlar

o’zaro perpendikulyar bo’lishi aniglansin.

116. a=1{2; -4, 4}va b={-3 2 6} vektorlar tashkil etgan burchakning

kosinusi hisoblansin.

117. Uchburchakning uchlari A(-1; -2; 4), B(-4; -2; 0) va C(3; -2; 1)
nugtalarga yotadi. Uning B uchidagi ichki burchagi aniglansin.

118. Uchburchakning uchlari A(-1; -2; 4), B(-4; -2; 0) va C(3; -2; 1)

nugtalarga yotadi. Uning A uchidagi takshi burchagi aniglansin.

119. Uchlari A(1; 2; 1), B(3; -1; 7), C(7; 4; -2) bo’lgan uchbarchakning
ichki burchakni hisoblash yordamida uchburchakning teng yonli ekanini isbotlang.

120. a=1{6; -8 -7.5} vektorga kollinear bo’lgan x vektor Oz o’q bilan o’tkir
burchak tashkil etadi. M =50 ekanligini bilgan holda, uning koordinataltri
aniglansin.

121. a={2; 1, -1} vektorga kollinear bo’lgan hamda xa=3 shartni
ganoatlantiradigan x vektor topilsin.



122. a=3i+2j+2k va b=18i-22j-5k Vektorlarga perpendikulyar bo’lgan x
vektor Oy 0’q bilan 0’tmas burchak tashkil giladi. [x =14  ekanligini bilgan holda,
uning koordinatalari aniglansin.

123. a={2 3 -1} va b={ -2 3} vektorlarga perpendikulyar bo’lgan va
?((zi —j+ R): —6 shartni ganoatlantiradigan x vektor topilsin.

124. a=1{3 -1, 5} va b={ 2 -3} vektorlar berilgan. OZ 0’qqa
perpendikulyar bo’lgan va xa=9,xb=-4 shartlarni ganoatlantiruvchi x vektor
topilsin.

125. Uchta a=2i— j+3k,b=i—-3j+2k Vva c=3i+2j—4k vektor berilgan.

xa =—-5,xb =11 xc = 20 shartlarni ganoatlantiruvchi x vektor topilsin

Vektor ko’paytma.

Ta’rif. a vektorning b vektorga vektor ko’paytmasi deb, qo’yidagicha
aniglanadigan shunday c vektorga aytiladi.

1. ¢ vektorning moduli son jixatidan tomonlari @ va b vektorlardan tuzilgan
parallelogramning yuziga teng |g|:|2||5|sin<p ,(ng B
2.¢ |la,c|b.

-

3. ¢ vektorning musbat yo’nalishi shundayki, agar ¢ vektorning uchidan

(oxiridan) garalsa, « vektordan b vektorgacha bo’lgan eng qisqa masofa soat strelkasi
aylanishiga garama-qarshi yo’nalishda bo’ladi.

Vektor ko paytma [2 B] yoki axb ko’rinishlarda belgilanadi.



-

Se=lc [=lla b]|=|allb]sing c
1 - - 1 - - -
Such:§|[a b]|:5|a||b|sm(p b Sp

A 4

® a |
Vektor ko’paytmaning xossalari.

1.[abl=[b a]
2. avab vektorlar parallel bo’lsa, axb =0.
3.2(axb)=(ha)xb=ax (Lb)

4.;X(B+Z)=2XB+;XZ. [
Endi 1,2 xossalardan foydalanib TT? birlik X
vektorlarning vektor ko’paytmalarini chiqaraylik.

- -

2-x0ssaga. ko’ra i-i = TT _K-K=0 ekanligi ravshan.

[CI=ILT JI=1 Tl T]sin g =1
Ikkinchi tomondan TXT:Z bu vektor i va T vektorlarga perpendikulyar bo’lib z
0’qining musbat yo’nalishi bo’yicha yo’nalgan va i dan T gacha eng gisqa masofa

—

soat strelkasiga qarshi yo’nalgan bo’ladi. Demak bu vektor c =k ekan, TX—; =k xuddi
shuningdek qolganlarini yozsak.

Koordinatalari bilan berilgan vektorlarning vektor ko’paytmasi.

4 ={X1, Y1, Z1} va axb ={X,, ¥», Z,}  vektorlar berilgan bo’lsin.

aXb=(Xy i +y; j+Z1K)X(Xo i +Ys j +Z2k )=(Y122-21Y5)

2 = C_AYr T |4 X (X Yy
| +(-X122+21X2) ] + (X1Y2'Y1X2) k= 1+ ]+ k ,
2 4 Z, X, X Y,
> o o
]k
- -
axb=|x vy, z
X, Y, I,

ko’rinishda xam yozish mumkin.
Misol. «={2:5:7}, b={1:2:4}, [« b]l=g
ZXBZG—i)-—j)-E; I[ZB]|:\/36+1+ —/38

Uchta vektorning aralash ko’paytmasi.



a={X1, Y1 21}, b={X2, Y2, 2} va ¢ ={Xs, Y3, Z5}
vektorlar berilgan bo’lsa, bu vektorlarning aralash ko’paytmasi deb , axb vektor

ko’paytma bilan c vektorning skalyar ko’paytmasiga aytiladi va odatda (;XB)Z
ko’rinishda yoziladi

5o e A e A P S
axb=|t Aligfr % j+ ylk,c:X3|+y31+23k,
Y, Z, X, X5 Y,
T L o o e D A A P
(axb)e=("" Hi+| ™" i+t THK) (Xgi +ys j +z3k )=
2 4 Z, X X, 2
vz - x Xy X0 g
N 1 1 1 1 1 —
= X3 + Yt =Xy Yy 2,
Yo 23 Z, X X, W
X3 Y3 23

Aralash ko’paytmaning geometrik ma’nosi qirralari berilgan ZBZ vektorlarning
modullaridan tashkil topgan parallelopepedning xajmini ifodalaydi.

Fazodagi ixtiyoriy Z BZ vektorlarning komplanar vektorlar bo’lishi uchun
ularning aralash ko’paytmasi nol bo’lishi zarur va kifoya.

Misol. Uchlari  O(0;0;0) , A(5;2;0), B(2;5;0) , C(1;2;4) nugtalarda bo’lgan
parallelopipedning xajmini toping.

5
V =(04x0B)-0C =|2 =84 kub birlik.
1

N O DN
A~ O O

Misollar.

126. a va b vektorlar o=z/6 burchakni hosil giladi. Agar \a\:e,\a\zs bo’lsa
& 5] ni hisoblang.
127. Quyidagi Kattaliklar berilgan: ‘5‘:10,‘6‘:2 va ab=12. [5 B] ni toping.

128. a va b vektorlar o’zaro perpendikulyardir. Agar ‘5‘:3,‘6‘:4 bo’lsa,

quyidagilar hisoblansin: 1) \[(a+5>(a_5>]; 2) \[(35_5)(5_25)_
129. a va BVektorlar(ngﬂ burchakni tashkil etadi. \5\:1,\6\22 ekanligini
bilgan holda quyidagilarni hisoblang: 1) [z b[; 2) |2a+b)@+2b)| ; 3)

|(@+3b)(3a-b)|
130. ab va c vektorlar a+b+c=0 shartni ganoatlantiradi.

R 5B ok @



Tenglik o’rinli ekanini isbotlang.

131. ab,cvad vektorlar uchun [5 5J=5 a“a EJ:[B aJ tengliklar o’rinli.
132. P={2; -4 5} kuch M,(4 -2 3)nugtaga qo’yilgan. P kuchning A
(3; 2; -2) nugtaga nisbatan momentini aniglang.

133. AL 2; O), B(S; O;—3) va C(5; 2, 6) nugtalar berilgan. ABC
uchburchagning yuzasini hisoblang.

134. Uchburchakning uchta uchi A(L-12), B(5,-6;2) va C(L3;~1) lar
berilgan. Uchburchakning B uchidan AC tomoniga balandlik tushirilgan. Ushbu
balandlikni uzunligi topilsin.

135. a=1{2-11} va b={2;3,6} vektorlar orasidagi burchak sinusi hisoblang.

136. x vektor @ =1{4;—2;-3} va b=1{0;1; 3} vektorlarga perpendikulyar bo’lib,
OY o0’qi bilan 0’tmas burchak hosil giladi. x vektorning uzunligi |X| =26, uning
koordinatlarini aniglang.

137. m vektor OZ 0’qiga hamda a = {8;,-15; 3} vektorga perpendikulyar va OX
0’qi bilan o’tkir burchak tashkil etadi. W =51 ekani ma’lum bo’lsa, uning
koordinatlarini toping.

138. x vektor @ =1{2,—3,1} va b={1; 1,3} vektorlarga perpendikulyar hamda
E:(T+2]—7E):10 tenglikni ganoatlantiradi. x vektorni aniglang.

139. a,b,c vektorlar o’zaro perpendikulyar va o’ng uchlikni tashkil etadi.
Ularning uzunliklari ‘5‘:4, ‘B‘zz, ‘E‘:3 berilgan. a b c hisoblansin.

140. ¢ vektor a va b vektorlarga perpendikulyar. a va b vektorlar orasidagi
burchak 30 ni tashkil giladi. \a\=3, H=3 bo’lsa, a b ¢ ni toping.

141. Ayniyatni isbotlang: (g +b b +¢) (¢ +4)=2abe .

142. Ayniyatni isbotlang: db (6+/?§+ ﬂﬁ):a b¢,buerda 2 va u-ixtiyoriy
sonlar.

143. a, b, ¢ vektorning komplanar bo’lishi uchun aa+ fo+c =0 shartning
bajarilishi zarur va etarli ekanini isbotlang. Bunda «, 8,y sonlarning kamida
bittasi noldan farqli.

144. Quydagi uchta vektor berilgan: @ ={;-1;3}, b={-2;2,1}, ¢={3;-2;5}
ab ¢ hisoblansin.

145. Uchlari  A4(2;-11), B(5,54), C(3,2,-1)va D(4;13) nugtalardan
iborat tetraedrning hajmi hisoblansin.



146. Uchburchakning uchlari berilgan : 4(2;-1-3), B(L;,2,—4), C(3;-1-2),
h vektor berilgan uchburchakning A uchidan uning garama-garshi tomoniga
tushirilgan balandligiga kollineardir. h vektor OY 0’qi bilan o’tmas burchak
tashkil giladi va moduli 2+/34 ga teng. h vektorning koordinatlarini aniglang.

147. a, b, ¢ vektorlar noldan fargli. Berilgan vektorlar o’zaro ganday
joylashganda |a|bc ||=||ab f| tenglik o’rinli bo’ladi?



5-§. TEKISLIKDAGI TO’G’RI CHIZIQ.

To’g’ri chizigning burchak koeffisiyentli tenglamasi.

Ox 0’qining musbat yo’nalishi bilan ¢ ((p;é%) burchak tashkil gilib, Oy

o’qidan b kesma ajratib o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini tuzaylik. Bu to’g’ri chiziq
tenglamasini tuzish degan so’z undagi ixtiyoriy M(x,y) nuqta koordinatalarini o’zaro
bog’lovchi tenglamani topish demakdir.

OB=b,AM =y—-b, AB=x , AABM dan y

go=2"0 = y=xtge+b, tgp=k desak M(x;y) _—

X
u=kx+b. (1)to’g’ri chizigning burchak
koeffisiyentli tenglamasi deyiladi. B(O;b) o ;D)
X

k=tgep (2) to’g’ri chizigning burchak [0)
koeffisiyenti deyiladi. 0 '
k=0 bo’lsa, u=b; b=0bo’lsa u=kx bo’ladi.

v

Misol. b=-2, k=45° bo’lsa, to’g’ri chiziq tenglamasi y=x-2 bo’ladi.

To’g’ri chizigning umumiy tenglamasi.

Ax+Bx+C=0 (1) ko’rinishdagi birinchi darajali tenglamaga to’g’ri chizigning
umumiy tenglamasi deyiladi.

1. Agar (1) da C=0 bo’lsa, Ax+Bx=0 bo’lib koordinata boshidan o’tgan to’g’ri
chizigni ifodalaydi.

2. Agar (1) da A=0 bo’lsa, By+C=0* y=-C/B bu esa (0,-C/B) nuqtadan o’tib Ox
o’qiga parallel bo’lgan to’g’ri chiziqdir.

3. Agar B=O bo’lsa, x = —% bo’lib Oy o’qiga parallel to’g’ri chiziq bo’ladi.

4. C=0, B=0 bo’lsa, Ax=0 =x=0 -bu Oy o0’qining tenglamasi.

5.5=0 A=0 bo’lsa, Vy=0 = y=0 - bu Ox o’qining tenglamasi.

Misol. 2x+3u +7=0 umumiy tenglamani burchak koeffisyentli kurinishda yozing.
2x+3u+7=0, 3y=-2x-7,y=-2/3x-7/3; k=-2/3; b=-7/3.

IkKi to’g’ri chiziq orasidagi burchak va ularning
parallellik, perpendikulyarlik shartlari.

Bir - biri bilan kesishadigan L, L, to’g’ri chiziglarning tenglamalari mos ravishda



L1iy=kix+by y

Lz:y: k2X+b2 L, 4
bo’lsin. tg ¢=(
Chizmadan @,=¢@+ @1, @ =¢2- ¢y ¢z Ly
g, —t
fngfg(%—%):% ?1
1 2
|

tge1=ky , tgp2=k;
ekanliklarini e’tiborga olsak 0

/

v

kz — kl
1+ kK,
Agar 0< ¢ <90° bo’lsa, tgp>0; 90° < ¢ <180° bo’lsa, tgp <0 .
Agar Ly L,to’g’ri chiziqlar parallel bo’lsa =0 bo’lib tge=0 bo’ladi.
Bu xolda (1) dan ko-k;=0 ()
(2)-ikki to’g’ri chizikning parallellik sharti.
Agar L, L,to’g’ri chiziglar perpendikulyar bo’lsa, =90 bo’lib @,=¢ +¢@1=90+¢1; tgp,=

1 1 1 .
t9(90+¢1):'g , tge,=-——, ky=—— yoKki

1 g9, k,
(3)
(3) ikki to’g’ri chizigning perpendikulyarlik sharti.
Misol. 1)3x+u-6=0 x+2u+1=0 tugri chiziklar orasidagi burchak

tgp= (1) 1kki to’g’ri chiziq orasidagi burchak.

@ =45°.
2) M(-3;1) nuktadan o’tib 2x+u-3=0 to’g’ri chizigga perpendikulyar bo’lgan to’g’ri
chiziq tenglamasi X-2u+1=0 bo’ladi.

Berilgan nuqtadan o’tib, berilgan vektorga
perpendikulyar bo’lgan to’g’ri chiziq tenglamasi.

xOy tekisligidagi biror L to’g’ri chiziqgda yotgan M;(X;,y1) nuqta va bu to’g’ri

chiziqga perpendikulyar bo’lgan N=AT +B_j) vektor berilgan bo’lsin. N vektorga L
to’g’ri chizigning normal vektori deyiladi. L to’g’ri chizigning xOy tekislikdagi xolati
M;(x1,y1) nugta va N ={A,V} normal vektorlarning berilishi bilan to’liq aniklanadi.

L to’g’ri chizigda biror M(x,y) nuqta olaylik va bu nuqta kordinatalarini o’zaro
bog’lovchi shu to’g’ri chizigning tenglamasini chiqaraylik.



N=AT +BT va AZ17V=(X-X1) TJf()/-yl) T y

vektorlar perpendikulyar bo’lgani N

uchun ularning skalyar ko’paytmasi M

nol bo’ladi.

N-M,M =0 dan (A T +B | )((x-x:) 1 +(-y2) 1)=0, |
A(X-x1)+B(y-y1)=0 i R

1zlanayotgan to’g’ri chiziq tenglamasi.
Misol. M(-1,3) nuqtadan o’tib N=21 -37 vektorga perpendikulyar bo’lgan
to’g’ri chiziq tenglamasi 2x-5u+17=0 bo’lishi ravshan.

To’g’ri chizigning kanonik tenglamasi.

XOy tekisligidagi biror L to’g’ri chizigda yotgan
biror My(X1,y1) nuqta va bu to’g’ri chiziqga parallel M

bo’lgan yoki ustma-ust tushgan S—mi+ nT vector s /

berilgan bo’lsin. s vektorni L to’ g’ri chizigning M; /
yo’naltiruvchi vektori deyiladi. 0 X A

v

L to’g’ri chizigning xolati M;(X;,y;) nugta va

;: {m,n} larning berilishi bilan to’la aniglanadi.

L ustida M(x,y) nugta olsak M ;174 va s vektorlar kollinear bo’lgani uchun
MM =4s=  (xx1) 1+(y-y) j= 2(mi+nj),

X=X Y=V
m n

- to’g’r1 chizigning kanonik tenglamasi deyiladi

Berilgan ikki nuqtadan o’tgan to’g’ri chiziq tenglamasi.

Tekislikda berilgan M;(X1 Y1), M2(X,Y») nuqgtalardan o’tgan to’g’ri chiziq
tenglamasini tuzaylik. L da biror M(x,y) nugta olib

vektorni L to’g’ri chizigning yo’naltiruvchi s= ]\/_IT y tL
M
vektori sifatida olsak M,
MM =AM M, =, (X-X) i +(y-y1) j= M /
e = —Xx -
=A%) i+, —y) ) = =2 H 0 X
Xy =X Vo= W

v

-berilgan ikki nugtadan o’tgan to’g’ri chiziq tenglamasi.
Misol. My(1,2), M(2,3) nuqtalardan o’tgan to’g’ri chiziq tenglamasi.
x+3y-7=0



Berilgan nuqtadan berilgan yo’nalishda o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasi.

xOy tekisligidagi Ox o’qining musbat yo’nalishi bilan ¢ burchak tashkil giluvchi
biror L to’g’ri chizik berilgan bo’lsa, bu to’g’ri chizigning xolati shu ¢ burchak bilan shu
to’g’ri chiziqda yotuvchi biror Mj(X;jy:) nuqtaning berilishi bilan to’liq aniglanadi. L
to’g’ri chizigning yo’naltiruvchi vektori deb,

Shu L to’g’r1 chiziqga parallel bo’lgan y
S=icosa+lsina ;|s|=1; [coso=cos(90°a )=sina ]

birlik vektorni olaylik. L to’g’ri chiziq ustida M;
biror M(x,y) nugta olsak s va M, vektorlar i

kollinear vektorlar bo’lgani uchun o 0O

A;[;T\/Izﬁ- s = (X-X1) ?+(y-y1) T =/1-(Tc05a+fsin o)

X—x, =Acosa Bt W e YRR Sl R e N Yy =k(x—x,)
y—y =Asina cosa sina cosa  sina 1 :
(k=1ga)

Bu tenglamaga berilgan nuqtadan berilgan yo’nalishda o’tuvchi to’g’ri chiziq
tenglamasi deyiladi.

Misol. M(2,-1) nugtadan o’tgan Ox 0’qi bilan a:% burchak tashkil giluvchi

to’g’ri chiziq tenglamasini toping. k =tga=~/3 3x—y—-1-243=0.

To’g’ri chizigning kesmalar bo’yicha tenglamasi.

Koordinata o’qlaridan mos ravishda

a va b kesmalarni kesib o’tuvchi to’g’ri y
chiziq tenglamasini chigaraylik. F(O; b\
Izlanayotgan to’g’ri chiziq tenglamasini
Ax+But+C=0 (1) ko’rinishda olaylik.
A=0,B=0,C=0 , deb, Ye(a,0), F(0,b) nugtalar 0 E(as
to’g’ri chizigda yotgani uchun,bu nuqtalar
koordinatalarini (1) ga qo’ysak

A

v

A=—§ B =_% kelib chigadi. Bulami (1) ga quysak
X Yy
o @
e (2)

to’g’ri chizigning kesmalar bo’yicha tenglamasi kelib chiqadi.
To’g’ri chizigning normal tenglamasi.

Izlanayotgan to’g’ri chiziq tenglamasini y
Xy % =1 (1) ko’rinishida olaylik. B(o;b)
a

Koordinata boshidan to’g’ri chiziggacha C

v




bo’lgan masofani OC=p deylik. P

p masofa va a burchaklar berilgan bo’lsin. a X
u xolda AOS uchburchakdan , a =2 0 A(a;0)
cos o
VOS uchburchakdan —£- =cos(90° — @) = b=
OB sinx

topilgan a,b larni (1) ga qo’ysak
XCOSa +ysina -p=0 (2)
to’g’ri chizigning normal tenglamasi deyiladi.
Agar to’g’ri chiziqning tenglamasi Ax+Vy+S=0 (3) umumiy ko’rinishda
berilgan bo’lsa , uni normal ya’ni (2) ko’rinishga keltirish uchun (3) ning
xar ikkala tomonini normallovchi ko’paytuvchi deb ataluvchi

=————— ga ko’paytirish kifoya . Ildiz oldidagi + ishora (3) dagi S nin
“E T & payt y g (3) dag g

ishorasiga teskari olinadi.

A X+ B y+ ¢ =0 (4) normal tenglama (2) bilan (4) ni
+JA2+B? 242+ B A+ B’
solishtirsak

— A i = B  ne C
COS@=————; SiIN@a=————— -p=

+/A? + B2 VLB s B
Misol. 4x-3u-10=0 to’g’ri chizikning umumiy tenglamasini normal ko’rinishga
keltiring.

Yechish. u= 1 ,ix—éy—zzo -bu normal tenglama.
16+9 5 5 5

Nuqtadan to’g’ri chiziqgacha bo’lgan masofa.

Tekislikda tenglamasi Ax+Vy+S=0 (1) bo’lgan L to’g’ri chiziq va My(Xo,Yo)
nuqta berilgan bo’lsin. M, nuqtadan to’g’ri chiziqqa tushirilgan perpendikulyarning
to’g’ri chizik bilan kesishgan nuqtasini M;(X;,y;) deylik. Bu
xolda berilgan My(X,,Y,) nuqtadan L to’g’ri chiziggacha bo’lgan masofa

d= Milf I\%/I0 :(XO-X1)7+(yo-y1) T vektorning moduliga teng bo’ladi. d va N vektorlar
kollinear vektorlar bo’lgani uchun ular orasidagi burchak yoki 0 yoki 7 ga teng bo’lib,
cose=+1 bo’ladi.
Shuning uchun ﬁ-gzﬂ N |-|5|c03(p:> ﬁ-5:| N |-|5| 2. vy *
Ikkinchi tomondan ﬁg =( AT+ B_j))[( Xy = X )T+( Yo — Y. )_j)] N

N-d =AXo+BY,-(AX,+By;) (3)
Mi(X1,y1) nuqta L to’g’ri
chiziqda yotgani uchun 0
X;+By;+C=0 , C=- (Ax;+By;) bu xolda
(3) gqo’yidagicha bo’ladi.




N-d =Axo+Byo+C (4), |d|=d,N|=vAZ+B? L larni e’tiborga olib (2) va (4) larning
o’ng tomonlarini tenglashtirsak

N Ax, + By, +C Ax, + By, +C
£ N-d [=AXp+BY+C = d =— el éku d:| ot By, +C|
+A4% + B? JA? + B2

izlanayotgan masofa formulasi kelib chigadi.

Misol. Uchlarining koordinatalari A(1,2);V(-2,1);S(2;3) bo’lgan uchburchakning
A uchidan tushirilgan balandlikning uzunligini toping.

Yechish.VS: x-2u+4=0 A nuqtadan VS to’g’ri chiziqgacha bo’lgan masofa

golll=2244] 1

Ji+4 J5

Misollar.

148. M, (3;1), M, (2;3), M, (6;3).M, (-3;-5), M;(3;-1), M (-2;1)
nugtalarning qaysilarning 2x-3y—-3=0 to’g’ri chiziqda yotishi, qaysilari
yotmasligi aniglansin.

149. P,P,, P,, P, va P, nuqtalar 2x-3y—-6=0 to’g’ri chiziqda joylashgan;
ularning abssissalari mos ravishda 4,0,2,-2 va -6 sonlarga teng. Bu nuqtalarning
ordinatalari aniglansin.

150. 2x-3y-12=0 to’g’ri chizigning koordinata o’qlari bilan kesishish nuqgtalari
aniglansin va shu to’g’ri chiziq chizmada yasalsin.

151. Ikkita 3x-4y—-29=0, 2x+5y+19=0 to’g’ri chiziglarning kesishish nugtasi
topilsin.

152. ABC uchburchakning AB, BC va AC tomonlari mos ravishda 4x-3y—-5=0
x-3y+10=0; x-2=0 tenglamalar bilan berilgan. Uning uchlarini koordinatlarini
aniglansin.

153. Parallelogrammning ikkita tomonini tengmalarini 8x+3y+1=0 ;
2X+Yy—-1=0 va uning diagonalaridan berining tenglamasi 3x+2y+3=0 berilgan.
Shu parallelogrammning uchlarini koordinatlari aniglansin.

154. Uchburchakning tomonlari X+5y-7=0; 3x-2y-4=0; 7Xx+y+19=0 to’g’ri
chiziglarda yotadi. Uning S yuzi hisoblansin.



155. Burchak koeffisienti k va Oy o’qdan kesgan kesmasi b bo’lgan to’g’ri
chizigning tenglamasi tuzilsin va chizmasi yasalsin:

2
)k=3,b=8; 2)k=3, b=0; 3)k=0, b=-2; 4)k=—%, b=0

1 2
k=-2 b=-5 k=—Z= b=2%-
) ’ ’ 6) 3’ 3’

156. Quydagi to’g’ri chiziqlarning har biri uchun k burchak kooeffisient va Oy
o’qdan ajratilgan. B kesma aniglansin:
1) 5x-y+3=0; 2) 2x+3y-6=0; 3) 5x+3y+2=0; 4) 3x+2y=0; 5) y-3=0;

157. Ushbu 5x+3y-3=0 to’g’ri chiziq berilgan. Bu to’g’ri chiziqqa parallel va
perpendikulyar bo’lgan to’g’ri chigziglarning burchak koeffisientlari aniglansin.

158. To’g’ri to’rtburchagning ikkita tomonining tenglamalari 2x-3y+5=0 ;
3x+2y+15=0 va uning uchlaridan biri 4(2; -3) berilgan. Shu to’g’ri
to’rtburchagning ikkita tomonining tengmalari tuzilsin.

159. To’g’ri to’rtburchagning ikkita tomonining tenglamalari x-2y=0;
X—2y+15=0 va uning diagonallaridan birining tenglamasi 7x+Yy-15=0 berilgan.
To’g’ri to’rtburchagning uchlari topilsin.

160. Ushbu P (-6;4) nugtaning 4x—5y+3=0 to’g’ri chiziqdagi proeksiyasi
topilsin.

161. Ushbu 2x+3y-3=0 to’g’ri chiziqqa nisbatan P (~5;13) nuqtaga simmetrik
bo’lgan Q nugta topilsin.

162. Berilgan ikkita nugtadan o’tuvchi to’g’ri chizigning burchak koeffisienti k
hisoblansin:
a) M, (2;5), M, (3;2); b)P(-3;1), Q(7;8); v) A(5;-3), B(-1;6).

163.Uchburchagning A(2;-2), B(3;-5) va C(5;7) uchlari berilgan. Uning A
uchidagi ichki burchagining bissektrisasiga C uchidan tushirilgan
perpendikulyarining tenglamasi tuzilsin.

164. Uchlari A(3;2), B(5;-2),C(1;0) bo’Igan uchburchaginin tomonlarini va
medianalarini tenglamalari tuzilsin.

165. M, (-1;2) va M, (2;3) nugtalar orqali to’g’ri chiziq o’tkazilgan. Shu to’g’ri
chizigning koordinata o’qlari bilan kesishish nugtalari aniglansin.



166. ABCD parallelogrammning ikkita qo’shni A(-3;-1) va B (2;2) uchlari
hamda uning diagonallarini kesishish nugtasi Q(3;0) berilga. Shu
parallelogrammning tomonlarini tenglamalari tuzilsin.

167. To’g’ri to’rtburchagning ikkita tomonini tenglamalari 5x+2y-7=0;
5x+2y-36=0 va uning diagonali 3x+7y-10=0 berilgan. Shu to’g’ri
to’rtburchagning golgan tomonlari va ikkinchi diagonalini tenglamalari tuzilsin.

168. Ikkita to’g’ri chiziq orasidagi ¢ burchak aniglansin.
1) 5Xx-y+7=0, 3x+2y=0; 2) 3x-2y+7=0, 2x+3y—-3=0.

169. To’g’ri chiziglar berilgan:
1) 2x+3y-6=0; 2) 4x-3y+24=0; 3) 2x+3y-9=0;

4) 3x-5y—-2=0;5) 5x+2y-1=0. Ular uchun “kesmalardagi” tenglamalar tuzilsin
va bu to’g’ri chiziglar chizmada yasalsin.

170. C(1;1) nugtadan o’tib, koordinat burchakdan yuzi 2 kv. birlikka teng bo’Igan
uchburchak kesuvchi to’g’ri chizigning tenglamasi tuzilsin.

171. B(5;5) nugtadan o’tib, koordinat burchakdan yuzi 50 kv. birlikka teng
uchburchak kesuvchi to’g’ri chizigning tenglamasi tuzilsin.

172. To’g’ri chiziglarning quydagi tenglamalarini gaysilari normal tenglama
ekanligi aniglansin:

3 4 2 3 5 12
Sy 320 “e-3y_1-0- 2 —y4+2-0:
1) 5x-35V ! 2) 555 R TR TR AR
5 12
> Zyv-2=0-" _ -0 _97-0"
4) 13x+13y 0; 5)-x+2=0; 6) x-2=0;
7) y+2=0; 8) -y-2=0.

173. Quyidagi hollarning har birida to’g’ri chizigning umumiy tenglamasi normal
ko’rinishga Keltirilsin:

1) 4x-3y-10=0: 2) gx—§y+10:0; 3) 12x-5y+13=0: 4) x+2=0:
5) 2x—y-+/5=0.



6-§. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR.
Aylana.

Ta’rif. Berilgan nugtadan baravar uzoglikda yotuvchi nugtalarning

geometrik o’rniga aylana deyiladi.
Berilgan S(a,b) nugtadan R masofada turgan M(X,y) nugtani olaylik. 1kki

nuqta orasidagi masofa formulasiga ko’ra
R=+J(x—a)’ +(y—b)> = |(x-a)’+(y-h)? =R* | markazi S(a,b) nugtada radiusi R
bo’lgan aylana tenglamasi . Agar S(0,0) bo’lsa, x°+y* =R? bo’ladi.

Misol. 2x*+2y?-8x+5y-4=0 aylananing markazi va radiusini toping.

25_121 2_ 121

5 11 5
(2 4(y+ D)P=2ras 222120 o oy D=2t R o2 2),

Ellips va uning tenglamasi.

1-ta’rif. Har bir nugtasidan fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtagacha
bo’lgan masofalarining yig’indisi 0’zgarmas bo’lgan nuqtalarning geometrik
o’rniga ellips deyiladi.

Fokuslarini Fy(-c.0), F,(c,0) desak , ular orasidagi masofa 2¢ bo’lib
o’zgarmas masofani 2a deb belgilasak 2a>2¢ bo’ladi.

Shartga ko’ra y

FiIM+F,M=2a = B,(0;b) M(x;y)

(x+c) +y" +y(x—¢) +y " =2a= 1 2
\/ 2 2 \/ 2 2
(a®-c?)x*+a’y’=a’(a-c?) A(-3,0) £, 0 _Fh A&0)
=b® desak b>x*+a’y* =a’b* = \m\

x> yz - _ a2 ~ 3 a2
a—z + b_z =1 X= ? Bl(01 c

Ellips shaklini birinchi chorakda ko’raylik.1) ni y ga nisbatan yechsak
y= J_réx/a2 —x*> - bundan ko’rinadiki 1-chorakda
a

x 0dan a gacha o’sganda (0<x<a),y b dan 0 gacha kamayadi (b<y<0).
Demak ellipsning 1-chorakda yotgan gismi A,(a,0) va B,(0,b) nugtalar orasidagi
yoydan iborat bo’lar ekan. Ellipsning simmetrikligidan A;(-a,0), va B1(0,-b)
nuqgtalarning kelib chigishi ravshan. A;A,=2a, B;B,=2b larga mos ravishda
ellipsning katta va kichik o’qlari deyiladi, a va b larga esa katta va kichik
yarim o’qlar deyiladi.

2-Ta’rif. Ellips fokuslari orasidagi masofaning katta o’qiga nisbati
ellipsning eksiyentrisiteti deyiladi va odatda ye xarfi orgali belgilanadi.

=26 c<a, P=alb? = o= YOV

2a a a




3-Ta’rif. Ellipsning biror nuqtasidan fokuslarigacha bo’lgan masofa shu
nugtaning radius vektori deyiladi. ri=FM =\(x+¢)> +y*,
r,=F,M=,/(x —¢)> + > YyoKi r;=atex, r,=a-ex ko’rinishda bo’ladi.

2

x=+2 to’g’ri chiziglarga ellipsning direktrisalari deyiladi. Ellipsning biror
C

M;(X; Y1) nuqtasiga o’tkazilgan urinma va normal tenglamalari

XX, : 2 .. :
=20 o1 urinma, y-y, =22 (x~x,) normal ko’rinishlarda bo’ladi.
a® b b*x,

Misollar. 1.) 2s=6, 2b=8. Ellips tenglamasini tuzing. c=3, b=4, a*=b*+c?
=25 ; %+T—6=1 , 2) 3x%+ 5y*-16=0 ; a=q ;b=q ; F1(-c; 0)=q .

2_16. ,2_16. 2_32 32 32
a’=—; b=—; c==; F—\/:;O, F\/:;O
3 5 TR TR SITREY

Giperbola va uning tenglamasi.

Ta’rif. Har bir nuqgtasidan fokuslari deb ataluvchi berilgan ikki nugtagacha
bo’lgan masofalari ayirmasining absolyut qiymati o’zgarmas bo’lgan nuqtalarning
geometrik o’rniga giperbola deyiladi.

Fokuslari F,(-c;0), F,(c;0)

bo’lsa ular orasidagi masofa
FiF, =2c¢ bo’ladi. O’zgarmas miqdorni
esa 2a desak | F{M- F,M|=2a ; 2a<2c.

JE+)2+y? =2a—\J(x—0? +y* =

(aZ_ CZ)XZ + a2y2=a2 (aZ_CZ) ’ a2_c2 <0

chunki a<c, shuning uchun a-c?=- b?
2 2

desak -2 =1 (1) y=-t

a b’

giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi
(1) niy ga nisbatan yechsak y=i2\/x2 —a’ bo’ladi. Birinchi chorakda
a

y= é\/ x> —a’> bo’lib, x adan cheksizgacha o’sganday 0 dan cheksizgacha
a

o’sadi. Demak, bu xolda giperbolaning birinchi chorakdagi gismi A,M yoydan
iborat bo’ladi. Giperbola koordinatalar o’qiga simmetrik joylashgani uchun uning
qolgan choraklardagi geometrik o’rni chizmadagi kabi bo’ladi.

Ox-xaqiqiy o’q , Oy-mavxum o’q deyiladi.

AA=2a ga giperbolaning xaqiqiy 0’qi, A1 A, nuqtalarga giperbolaning uchlari
deyiladi. B;B,=2b ga giperbolaning mavxum o’qi deyiladi, chunki u giperbola
bilan kesishmaydi.



a vab larga mos ravishda giperbolaning xaqiqiy va mavxum yarim o’qlari
deyiladi. Giperbola fokuslari orasidagi masofaning xaqiqiy o’qga nisbati
giperbolaning ekssyentrisiteti deyiladi .

2¢ c¢ . Na? +b?
e=—=—, = e=
2a a a

tenglamalari x=+2- bo’lgan to’g’ri chiziqlarga giperbolaning direktrisalari
C
deyiladi. Giperbolaning M(X;, y;) nuqtasiga o’tkazilgan urinma va normal
tenglamalari qo’yidagicha bo’ladi.
X, YN
a® b?

giperbolaning asimptotalari.

2
ay,

=1-urinma, y—vy, =—
y yl b2X1

(x —x,) - normal

(1) tenglamani y ga nisbatan yechib y=2\/x2—a2 grafigini birinchi
chorakda ko’raylik. Bu funksyaning 1-chorakdagi grafigining nuqgtalari koordinata
boshidan yetarli darajada uzoglashgan sari tenglamasi yzéx bo’lgan to’sri

a

chizigdagi M1(x1,y1) Vva giperboladagi M(x,y) nugtalar ordinatalarining ayirmasini
ko’rsak

' a a X++/x* —a’

bundan ko’rinadiki X o’sganda y-y; — 0 ,chunki surat 0’zgarmas , maxraji esa X
o’sgan sari o’sadi . Giperbola koordinata o’qlariga simmetrik bo’lgani uchun

y = —gx to’g’ri chizig xam mavjud bo’ladi. Shunday gilib y = igx to’g’ri

chiziglarga giperbolaning asimptotalari deyiladi.
Misollar. 1. 5x*-9y*-45=0 giperbolaning ekss yentrisiteti va asimptotalarini
toping.

2 2
Yechish. % - % —1:a°=9, b? =5, c’=a® +b’=14

Cz\/ﬁ’yz

2. Mavxum o

w‘ﬁ‘
N

oo

y=i?X.

qi 2+/3 va deriktrisasi x=+2 bo’lgan giperbola tenglamasini tuzing.
2 2
Yechish. 2b=2/3 ; b=4/3; 2:% dan ¢ =% ,CC=a’+b’ > a::a2+3 -
a*-4a’-12=0. a’=z, desak 2z°-4z-12=0 — 2,=6,2,=-2; a°=6,
2

a=+6 ;a’=%-2, %

-

2
y
A
3

Parabola va uning tenglamasi.

Ta’rif. Fokus deb ataluvchi berilgan F ngtadan va direktrisa deb ataluvchi
berilgan to’g’ ri chizigdan bir xil uzoqglikda yotuvchi nuqtalarning geometrik
o’rniga parabola deyiladi.



Fokus direktrisada yotmaydi deb faraz qilib, direktrisadan fokusgacha bo’lgan
masofani p deylik. Agar koordinata boshini R ning o’rtasidan olsak, direktrisa

tenglamasi x = —g bo’lishi ravshan. Ta’rifga kura NM=FM ;

NM = (x+2)2;FM=/(x -2 +y? ; NM=FM — (1) - parabolaning
kanonik tenglamasi; p ga parabolaning parametri deyiladi.

(1) da u ning faqat juft darajalari qatnashgani uchun parabola Ox o0’qiga

nisbatan simmetrik joylashgan bo’ladi.

Parabolaning simmetrik o’qi uning fokal, ya’ni xaqiqiy o’qi deyiladi.

Parabolaning simmetriya o’qi bilan N(-2 ?ly) M(X;y)
kesishish nugtasi uning uchi deyiladi. C(-£;0) o F(2 ;Olﬂ
Parabolaning biror nugtasidan fokusgacha X=-2 \
bo’lgan masofa shu nuqgtaning radius vektori deyiladi.

r=FM:x+% parabola tenglamalari y?=-2px, x*=2py, y* =-2py bo’lgan xollarni

chizmada ko’rish mumkin. Shunday gilib, XZi% yoki y=i% to’g’ ri chiziglar

parabolaning direktrisalari deyiladi . Parabolaning biror M;(x;,y:) nuqtasiga
o’tkazilgan urinma va normal tenglamalari qo’yidagicha bo’ladi.

YYi=p(X+xy) -urinma;  y-y;=- % (X-X4) - normal.

Misollar.
1. y*=20x parabolaning parametri, direktrisasini va abssissasi 7 bo’lgan
nugtasining radius vektorini toping.
Yechish.2p=20; p=10; x=-%, x=-5, r=x+2%, r=12.
2. y*=12x parabolaning abssissasi 3 va ordinatasi musbat bo’lgan nuqtasidan
o’tgan urinma va normal tenglamasini tuzing.

Yechish. 2p=12, p=6, x,=3; y;>0, y;=6. Demak x;=3; y;=6; 6y=6(x+3), Xx-
y+3=0 urinma y-6:g(x-3), X+y-9=0 normal.

Misollar.

174. Quyidagi holning har biri uchun aylananing tenglamasi tuzilsin:
1) aylananing markazi koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushadi va uning radiusi
R=3,;
2) aylananing markazi C(2;3) nuqgta bilan ustma-ust tushadi va uning radiusi
R=7;



3) aylana koordinatalar boshidan o’tadi va uning markazi S(6;-8) nuqgta bilan
ustma-ust tushadi;
4) aylana A(2;6) nugtadan o’tadi va uning markazi C(-1;2) nuqgta bilan ustma-ust
tushadi;
5) A(3;2) va B(-1;6) nuqgtalar aylana diametrlaridan birining oxirlaridan iborat;
6) aylana markazi koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushadi va 3x-4y+20=0
to’g’ri chiziq bu aylanaga urinma bo’ladi;
7) aylana markazi S(1;-1) nugta bilan ustma-ust tushadi va 5x-12y+9=0 to’g’ri
chizig bu aylanaga urinma bo’ladi;
8) aylana A(3;1) va B(-1;3) nugtalardan o’tadi va uning markazi 3x-y-2=0
to’g’ri chiziqda yotadi;
9) aylana uchta A(1;1), B(1;-1) va C(2;0) nugtalar orgali o’tadi.
10) aylana uchta M, (-1;5) , M, (-2;2) va M, (5;5) nugtalar orgali o’tadi.
175. Markazi C(3;-1) nuqgtada bo’lgan aylana 2x-5y+18=0 to’g’ri chiziqda
uzunlidan uzunligi 6 ta teng bo’lgan vatar ajratadi. Bu aylana tenglamasi tuzilsin.
176. Radiusi R=5 bo’lgan, Xx-2y-1=0, to’g’ri chizigda M,(3;1) nugtada
urinuvchi aylananing tenglamalari tuzilsin.
178. Markazi 2Xx+y=0, to’g’ri chizigda joylashgan va 4x-3y+10=0,
4x-3y—-30=0 to’g’ri chiziglarga urinuvchi aylananing tenglamasi tuzilsin.

179 Koordinatalar boshidan o’tuvchi va ikki kesishuvchi x+2y-9=0,
2x-y+2=0 to’g’ri chiziglarga urinuvchi aylanalar tenglamalari tuzilsin.

180. Quyidagi keltirilgan tenglamalardan gaysi birlari aylanani aniglaydi? Ulardan
har birining radiusi R va markazi C topilsin:

1) (x=5) +(y+2)° =25; 2) (x+2) +y® =64;

3) (x=5)" +(y+2) =0; 4) x* +(y-5) =5;

5) X* +y?-2x+4y-20=0; 6) X°+Yy>—2x+4y+14=0;
7) X2 +y? +4x-2y+5=0; 8) X* +y?+x=0;

9) X* +y* +6x—4y+14=0; 10) X*+y*+y=0.

181. Quyidagi tenglamalar bilan ganday chiziglar aniglanganligi tekshirilsin:

1) y=+J/9-x%; 6) y=15-+/64—x;
2) y=—25-x* 7) y=-2-9-y%;
3) x=—/4-y? 8) y=-2+,9-y?;
4) x=+J16-y* 9) y=-3-+21-4x-x*;
5) y=15+64-x° ; 10) x=-5+40-6y—y” ;

Bu chiziglar chizmada tasvirlansin.



182. Quyidagi hollarda, fokuslari abssissalar o’qida ( koordinatalar boshiga
nisbatan simmetrik) joylashgan ellipsning tenglamasi tuzilsin:

1) uning yarim o’qlari 5 va 2 ga teng;

2) uning Katta o’qi 10, fokuslari orasidagi masofa esa 2C =8;

3) uning kichik yarim o’qi 24, fokuslari orasidagi masofa esa 2C =10;

4) uning fokuslar orasidagi masofa 2C =6 va ekssentrisiteti esa E zg

5) uning kata o’qi 20 ga teng, ekssentrisiteti esa E :g

6) uning kichik o’qi 10 ga teng ekssentrisiteti esa E = % ;
7) uning direktrisalari orasidagi masofa 5 ga teng va fokuslar orasidagi masofa
2C=4;

8) uning Katta o’qi 8 ga teng, direktrisalari orasidagi masofa esa 16 ga teng;
9) uning kichik o’qi 6 ga teng, direktrisalari orasidagi masofa esa 13 ga teng;

10) direktrisalari orasidagi masofa esa 32 ga teng va E = %;

183. Quyidagi holarda, fokuslari ordinatlar o’qida (koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik) joylashgan ellipsining tenglamasi tuzilsin:

1) uning yarim o’qlari mos ravishda 7 va 2 ga teng;

2) uning kata o’qi 10 ga teng, fokuslari orasidagi masofa esa 2C =8;

3) uning fokuslari orasida masofa 2C =24 va ekssentrisiteti E = % :

4) uning kichiko’qi 16 ga teng, ekssentrisiteti esa E = g;

5) uning fokuslari orasidagi masofa 2C =6 va direktrisalari orasidagi masofa 16%

ga teng;
6) uning direktrisalari orasidagi masofa 10% ga teng va ekssentrisiteti E = % :

184. Ushbu 9x* + 25y* = 225 berilgan ellipsga ko’ra:

1) uning yarim o’qlari; 2) fokuslari;

3) ekssentrisiteti ; 4) direktrisalarining tengmalari.

185. Ikki uchi x> +5y* =20 ellipsining fokuslarida yotgan, qolgan ikki uchi esa
uning kichik o’qi oxirlari bilan ustma-ust tushgan to’rtburchakning yuzi
hisoblansin.

186. Ushbu 9x? +5y? =45 berilgan ellipsga ko’ra:

1) uning yarim o’qlari; 2) fokuslari ;

3) ekssentrisiteti ; 4) direktrisalarinig tengmalari topilsin.



187.1kki uchi 9x* +5y? =1 ellipsning fokuslarida, qolgan ikki uchi esa uning kichik

o’qi oxirlari bilan ustma-ust tushgan to’rtburchakning yuzi hisoblansin.
2 2

188.Ushbu )1(—6+y7 =1 ellipsda shunday nugtalar aniglansinki, ulardan chap

fokusgacha bo’lgan masofa 2,5 ga teng bo’lsin.
2 2

189. %+y7 =1 ellipsning fokusi orkali uning kata o’qiga perpendikulyar

o’tkazilgan. Bu perpendikulyarning ellips bilankesishigan nugtalardan
fokuslargacha bo’lgan masofalar aniglansin.

190 . Agar quyidagilar berilgan bo’lsa, fokuslari abssisalar o’qida (koordinatalar
boshiga nisbatan simmetrik) joylashgan ellipsning tenglamasi tuzilsin:

1) ellipsning M, (-2+/5;2) nugtasi va uning kichik yarim 0’qi b =3;

2) ellipsning M, (2;-2) nugtasi va uning kichik yarim 0’qi a=4;

3) ellipsning M, (4;-/3) va M, (2+/2 ;3) nuqtalari;

4) ellipsning M (115 ;-1) nugtasi va uning fokuslar orasidagi masofasi 2C =8;
5) ellipsning M1(2;-§) nugtasi va uning ekssentrisiteti E = %;

6) ellipsning M (8;12) nuqtasi va uning chap fokusgacha bo’lgan masofasi r, = 20;
7) ellipsning M (-+/5 ;2) nugtasi va uning direktrisalari orasidagi masofa 10 ga
teng.

191. Quyidagi hollarda ellipsning ekssentrisiteti e aniglansin:

1) ellipsning kichik o’qi fokuslardan 60° burchak ostida ko’rinadi;

2) fokuslar orasidagi qismi kichik o’qi uchlarida to’g’ri burchak ostida ko’rinadi;
3) direktrisalari orasidagi masofa fokuslar orasidagi masofadan uch marta Katta;

192 Quyidagilarni bilgan holda fokuslari abssissalar o’qida (koordinatalar boshiga
nisbatan simmetrik) joylashgan giperbolaning tenglamasi tuzilsin:

1) uning o’qlari 2a=10 va 2b=8;

2) fokuslar orasidagi masofa va o’qi 2b =8;

3) fokuslar orasidagi masofa 2s=6 va ekssentrisiteti E = g ;
4) 0’qi 2a=16 va ekssentrisiteti E = % ;
5) asimptotalarining tenglamalari y = i%x va fokuslar orasidagi masofa 2C =20;

6) Direktrisalar orasidagi masofa 22% va fokuslar orasidagi masofa 2C =26 ga

teng
7) Direktrisalar orasidagi masofa % gatengvao’qi 2b=6;



8) Direktrisalar orasidagi masofa % ga teng va ekssentrisiteti E = g ;

9) asimptotalarining tenglamalari y = i%x va direktrisalari orasidagi masova 12%

ga teng.

193 Quyidagilarni bilgan holda fokuslar ordinatalar o’qida (koordinatalar boshiga
nisbatan simmetrik) joylashgan giperbolaning tenglamasi tuzilsin:

1) uning yarim o’qlari a=6, b=18 (biz a xarf bilan giperbolaning abssissalar
o’qida joylashgan yarim o’qini belgilaymiz);

2)fokuslar orasidagi masofa 2c =10 va ekssentrisiteti E = g;

3) asimptotalarining tenglamalari y = i% x Va uchlari orasidagi masofa 48 ga

teng;
4) direktrisalar orasidagi masofa 7% ga teng va ekssentrisiteti E = %;

5) asimtotalarning tenglamalari y = J_rgx va direktrisalari orasidagi masofa

2
6— Qa teng.
5 dateng

194. Agar quyidagilar berilgan bo’lsa, fokuslari abssissalar o’qida koordinatalar
boshiga nisbatan simmetrik joylashgan giperbolannng tenglamasi tuzilsin:

1) giperbolaning M, (6;-1) va M, (-8;2+/2) nugtalari;

2) giperbolaning M, (-5;3) nuqtasi va ekssentrisiteti E=+/2;

3) giperbolaning Ml(%;-l) nugtasi va asimtotalarning tenglamalari y =+=x;

w|N

4) giperbolaning M, (— 3;%) nuqtasi va direktrisalarining tenglamalari X=J_r%;

5) asimtotalarning tenglamalari y = igx va direktrisalarining tenglamalari

X = iE;

195. Quyidagilarni bilan holda, uchi koordinatalar boshida joylashgan
parabolaning tenglamasi tuzilsin:

1) parabola o’ng yarim tekislikda Ox o’qqga nisbatan simmetrik joylashgan va
uning parametri p =3;

2) parabola chap yarim tekislikda Ox o’qqa nisbatan simmetrik joylashgan va
uning parametri p=0.5;

3) parabola yugori yarim tekislikda Oy o’qqa nisbatan simmetrik joylashgan va
uning parametri p = %;

4) parabola quyi yarim tekislikda Ou o’qqa nisbatan simmetrik joylashgan va
uning parametri;



196. Quyidagi parabolalar parametrlarining kattaligi va koordinata o’qlariga
nisbatan joylanishi aniglansin:

1) y>=6x; 2) x*=5y; 3)y*=-4x; 4) x*=-y.
197. Quyidagilarga ko’ra uchi koordinatalar boshida joylashgan parabolaning
tenglamasi tuzilsin:
1) parabola Ox o0’qqa nisbatan simmetrik joylashgan va A(9;6) nugta orgali o’tadi;
2) parabola Ox 0’qqa nisbatini simmetrik joylashgan va V(-1;3) nuqgta orgali
o’tadi;
3) parabola Ou 0’qqa nisbatini simmetrik joylashgan va S(1;1) nugta orqali o’tadi;
4) parabola Ou 0’qqa nisbatini simmetrik joylashgan va D(4;-8) nugta orqali
o’tadi;
198. Po’lat arqoni (tros) ikki uchidan osilgan; mahkamlangan nugqtalar bir xil
balandlikda joylashgan; ular orasida masofa 20 m ga teng. Uning mahkamlangan
nugtadan, gorizontal bo’yicha hisoblanganda, 2m masofaga mos etilgan gismi
14,4 sm ga teng.
Argonni taxminan parabola yoyi shakliga ega deb, bu argonning mahkamlangan
nuqgtalari o’rtasidagi nugtada mos gismining kattaligi aniglansin.
199. y? =24x parabolaning F fokusi va direktrisasining tenglamasi topilsin.
200. y* =20x parabolada absissasi 7ga teng bo’lgan M nuqtaning fokal radiusi
hisoblansin.
201. y*16x parabolada fokal radiusi 13 ga teng bo’lgan nuqta topilsin.
202. Agar parabolaning F (7;2) fokusi va x—5=0 direktrisasi berilgan bo’lsa,
uning tenglamasi tuzilsin.
203. Agar parabolaning F (4;3) fokusi y+1=0 direktrisasi berilgan bo’lsa, uning
tenglamasi tuzilsin.
204. Agar parabolaning F (2;-1) fokusi va x—y-1=0 direktrisasi berilgan bo’lsa,
uning tenglamasi tuzilsin.
205. Parabolaning A(6;-3) uchi va uning direktrisasining tenglamasi
3x—-5y+1=0 Dberilgan. Bu parabolaning F fokusi topilsin.
206. Parabolaning A(-2;-1) uchi va uning direktrisasining tenglamasi
x+2y—-1=0 berilgan. Shu parabolaning tenglamasi tuzilsin.
207. y*> =6x parabola va 3x—2y+6=0 to’g’ri chizigning kesishgan nugtalari
aniglansin:
208. Burchak koefisienti k ning ganday giymatlarda y=kx+2 to’g’ri chiziq;
1) y* =4x parabolani kesadi;

2) unga urinadi ;

3) bu parabolaning tashqarisidan o’tadi.
209. y =kx+2 to’g’ri chizigning y* = 2px parabolaga urinish sharti keltirib
chigaralsin.
210. y®> =2px parabolaga uning M, (x,;y,) nuqgtasi o’tkazilgan urinmaning
tenglamasi tuzilsin.
211. y* =8x parabolaga urinuvchi va 2x+2y-3=0 to’g’ri chiziqqa parallel
bo’lgan to’g’ri chizigning tenglamasi tuzilsin.



212. y* = 64x parabolada 4x+3y-14 =0 to’g’ri chiziqqa eng yaqin bo’lgan M,
nugtadan shu to’g’ri chizigqa bo’lgan d masofa hisoblansin.

213. y? =36x parabola A(2;9) nuqgtadan o’tkazilgan tenglamasi tuzilsin.

214. y* =2px parabolaga urinma o’tkazilgan . Bu parabolaning uchi, urinmaning
OX o’q bilan kesishgan nuqtasi bilan urinish nugtasining OX dagi proeksiyasi,
o’rtasida yotishligi isbotlansin.

215. Quyidagi tenglamalarning har biri soda ko’rinishga Keltirsin, ulardan har
birining tipi aniglansin; ularning ganday geometrik obrazlarni aniglanish va bu
obrazlarning yangi va eski koordinata o’qlariga nisbatan joylashishi chizmada
tasvirlansin.

1) 32x* +52xy —7y* +180 =0 2)5x* —6xy +5y*-32=0

3) 17x* —12xy +8y* =0 4) 5x +24xy-5y* =0

5) 5x* —6xy +5y* =0

216. Quyidagi tenglamalar uchun yugori hadlarning diskriminantlarini hisoblash
yordami bilan ularning tipii aniglansin.

1) 2x* +10xy +12y* —7x+18y—-15=0 2) 3x* —8xy +7y* +x—15y+20=0
3) 25x2 + 20xy + 4y? —12x+ 20y —17 =0 4) 5x% +14xy +11y? +12x— 7y +19=0
5) x* —4xy +4y* +7x-12=0 6) 3x* —2xy —3y* +12y-15=0

217. Quyidagi tenglamalar har biri kanonik ko’rinishga keltirsin;

ularning har birining tipi aniglansin; ular ganday geometrik obraz

aniglaydi; har bir hol uchun dastlabki koordinata sistemasi va keyingi

echish jarayonida Kiritilgan boshga koordinata sistemalarining o’qlari hamda,
berilgan tenglama bilan aniglangan, geometrik obraz chizmada tasvirlansin.

1) 3x? +10xy +3y* —2x—-14y -13=0 2) 25x* —14xy +25y° +64x — 64y —224 =0
3) 4xy +3y® +16x-12y -36=0 4) 7x* +6xy —y*> +28x+12y+20=0
5) 19x2 +6xy +4y? +38x+6y+29=0 6) 5x% —14xy + 25y? +64x — 64y — 224 =0

218. Quyidagi tenglamalarning har biri kanonik ko’rinishga keltirilsin;

ularning har birining tipi aniglansin; ular ganday geometrik obraz aniglaydi; har bir
hol uchun dastlabki koordinata sistemalarning o’qlari hamda, berilgan tenglama
bilan aniglangan, geometrik obraz chizmada tasvirlansin.

1) 14x% +24xy +21y* —4x+18y —139=0 2) 11x* —20xy —4y* —20x -8y +1=0

3) 7x2 +60xy +32y? —14x — 60y +7 =0 4) 50x2 —8xy + 35y +100x — 8y + 67 =0

5) 41x + 24xy +34x ~112y +129 =0 6) 29x2 — 29xy + 36y? +82x —96y —91=0
7) 4x? +24xy +11y” +64x+42y +51=0 8) 41x? +24xy +9y® +24x+18y —-36=0



7-§. TEKISLIK VA UNING TENGLAMALARI.
Tekislikning umumiy tenglamasi.

Agar A(X- X1)+B(y-y1)+C(z-z;)=0 tenglamada gavslarni ochib so’ngra
—AXl—Vyl—Czl=D desak
Ax+Vy+Sz+D=0| (1)

tenglama kelib chigadi. (1) ga tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.

1. Agar (1) da D=0 bo’lsa , Ax+Vz+Sz=0 bo’lib, koordinata boshidan o’tgan
tekislikni ifodalaydi.

2. Agar (1) da A=0 bo’lsa, Vy+Sz+D=0 tekislik Ox o0’qiga parallel.
Agar V=0 bo’lsa, Ax+Cz+D=0 tekislik Ou 0’qiga parallel bo’ladi. S=0 bo’lsa,
Ax+Vy+D=0 tekislik Oz o’qiga parallel bo’ladi.

3. Agar S=0 D=0 bo’lsa, Ax+Vy=0 tenglama Oz o’qidan o’tgan tekislikni
tasvirlaydi. Agar A=0, D=0 bo’lsa, tekislik Ox o’qidan o’tadi. Agar V=0, D=0
bo’lsa, tekislik OU o’qidan o’tadi.

D

4. A=0,D=0, B=C=0bo’lsa, Ax+D=0 yoki x=- x yOz koordinatalar

tekisligiga parallel bo’lgan tekislik tenglamasi bo’ladi.
Shuningdek A=C=0,B=0, D=0 bo’lsa, Vy+D=0 xOz
tekisligiga parallel, A=B=0, C#0, D=0 bo’lsa, Cz+D=0 xOy tekisligiga parallel
tekisliklarni ifodalaydi.

5. Agar A= 0, B=C=D=0 bo’lsa, Ax=0 yoki x=0 tenglama yOz tekislikni
tasvirlaydi.

B0, A=C=D=0 bo’lsa, Vy=0 yoki y=0 xOz tekislikni,

C=0, A=B=D=0 bo’lsa, Cz=0 yoki z=0  xOy tekisliklarni ifodalaydi.

Tekislikning kesmalar buyicha tenglamasi.

Koordinata boshidan o’tmagan va koordinata o’qlariga parallel bo’Imagan
tekislik tenglamasi ~ Ax+Vy+Sz+D=0 (1) ko’rinishda bo’lib,
A=0,B=0,C=0,D=0 bo’lsin. (1)niqo’yidagicha yozib olaylik:

Ax By Cz N X y z
+ + =1 éku + + =1
D =D D AR
D D D X y z
Agar a——X,b——E,C——€ JECaK E+B+E_l

bo’ladi.

Oxirgi tenglamaga tekislikning kesmalar buyicha tenglamasi deyiladi. a,b,s
lar tekislikning mos ravishda Ox,0y,0z o’glaridan ajratgan kesmalardir.
Misol. -3x-2u+1,5z=6 tenglamani kesmalar ko’rinishga keltiring.

X y Z_q1- g=-2' b=-3° 7=
—St+gtz=L a 2; b=-3; z=4.

Tekisliklar orasidagi burchak va ularning
parallellik va perpendikulyarlik shartlari.



Fazoda o’zaro kesishuvchi ikkita tekislik

quyidagi tenglamalar bilan berilgan bo’lIsin.
Ql: A1X + Bly'l' C12+D1=0 , Qz: A2X + Bgy+ C22+D2=0
Ikkita tekislik kesishganda ikkita ikki

yoqli burchak xosil bo’lib, ularning bittasi N, \

shu tekisliklarning normal vektorlari
orasidagi ¢ burchak bo’lib, ikkinchisi esa 180°- ¢ bo’ladi

-

Tekisliklarning normal N_)1 = AlTBl _j)+ Clﬁ N2 =A, i+ B, _j)+ CZE vektorlari
orasidagi burchak:
A/A, +B,B,+C,C

1772 1=2 12 (1)

JA? + B2 +C2 A +BZ +C?
Agar tekisliklar o’zaro perpendikulyar bo’lsa , ¢ =90° bo’lib cos ¢ =0
bo’ladi. Bu (1) dan

Ni-N2=Ni|-|N2|cosg=cosep=

A1A2+B]_Bz+ C1C2 =0 (2)
(2) ikki tekislikning perpendikulyarlik sharti kelib chikadi .
Agar tekisliklar parallel bo’lsa, I\_I)1 : I\_I)2 normal vektorlar kollinear bo’lib, ularning
koordinatalari propors ional bo’ladi.
A _B_G
A - C2 (3)

A2 B2
(3) ikkita tekislikning parallellik sharti.
Misol. 2x+3u-z+2=0, x+u+5z-1=0 tekisliklar orasidagi burchak
©=90° bo’lishini ko’rish qiyin emas.

Tekislikning normal tenglamasi.
Tekislikdan berilgan nuktagacha bo’lgan masofa.

Bizga biror Q tekislik berilgan bo’lIsin.

Koordinata boshidan shu tekislikka tushirilgan
perpendikulyarni shu tekislikning normal
vektori sifatida olaylik. Normal vektorning

tekislik bilan kesishish nugtasini A deb,
OA=p deylik. 0

Tekislikning N normal yo’nalishida X

no ={ cosa ;cosB;cosy } birlik vektorni va biror B(x,y,z) nugtani olaylik. Bu xolda
mp;. OB = OA=p (1) bo’ladi. Ikkinchi tomondan proyeksiyalar xaqidagi

nazariyaga ko’ra



|;o |np., OB = no-OB (2) |Fl)o |=1 (1) va(2) larning chap tomonlari teng bo’lgani
uchun o’ng tomonlarini tenglashtirsak
Ho-bTB)=p yoki (cosa i +cosp T +cosy E)(x_|)+ y_j)+ zE): p
yoki X cosa+ycosp+zcosy-p =0 (3)
tekislikning normal tenglamasi deyiladi.
Agar tekislikning tenglamasi Ax+Vy+Sz+D=0 (4) ko’rinishda berilgan bo’lsa
, uni (3) normal ko’rinishga keltirishni ko’raylik . (3) va (4) lar bitta tekislik
tenglamasi bo’lgani uchun bu tenglamalarning koeffisiyentlari proporsional
bo’lishi kerak. Shuning uchun (4) ni 1 ga ko’paytirib (3) ga tenglasak
A (Ax+By+Cz+D)= X cosa +Yy cosp+z cosy -p ,
LA=cosa; LB=cosp; L C=cosy; AD=-p (5)
1
+ A2 + B? + C?
deyiladi, uning ishorasi (4) dagi D ning ishorasiga teskari olinadi.

A Ax+).By+1.Cz+D=0 = A“Byf“’) ~0 (6).

(5)dan 1= kelib chigadi . » ga normallovchi ko’paytuvchi

+ \/ 42 + B + (2
(6) tekislikning normal tenglamasi bo’ladi.

A ) _ B ) _ C
; COSp= ; COSy = ——
+ A2 + B? + 2 +J A2+ B +C? + A2 + B? + C2

(5) dan cosa =

D=- P ekanligi ravshan.
+ A2 + B2 + C?

Endi Q tekislikdan berilgan F(Xo; Yo; Z,) hugtagacha bo’lgan masofani xisoblashni
ko’raylik.

Bu masofa F(X,; Yo; Z,) nugtadan tekislikka tushirilgan d=EF perpendikulyar
bo’lishi ravshan. Agar tekislik tenglamasi

X cosa Yy cosB+Z cosy -p =0
normal ko’rinishda berilgan bo’lsa , izlanayotgan masofa
d=| Xqcosa +Yygcosp+zycosy-p | (6)
formula bilan xisoblanadi.
Agar tekislik tenglamasi Ax+Vy+Sz+D=0 umumiy ko’rinishda berilgan bo’lsa

g |Axy+Byo+Cz+D| (7) bo’ladi.

Ja21B2.c2

Misol. F(3,-2,1) nugtadan 3x+6y-5z+2=0 tekislikgacha bo’lgan masofani
toping.
Yechish. Tenglamani normal ko’rinishga keltiraylik.
3 6 5 33 6:2 51 1.2, 6
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Misollar.

219. Normal vektori n={1:-2:3} bo’lgan va M (2;1-1) nuqgtadan o’tuvchi
tekislik tenglamasi tuzilsin.
220. Koordinatalar boshidan o’tuvchi va n={5: 0: -3} normal vektorga ega bo’lgan
tekislik tenglamasi tuzilsin.
221. Koordinatalar boshidan tekislikka tushirilgan perpendikulyarning asosi
P ={2: -1: -1} nugtada joylashgan. Tekislikning tenglamasi tuzilsin.
222. Ikkita M,(3;-1;2) va M, (4;-2;-1) nugtalar berilgan. M, nugtadan o’tuvchi va
MM, vektorga perpendikulyar tekislik tenglamasi tuzilsin.
223. M,(3;4;-5) nugtadan o’tuvchiva a,={3:1: -1}, a, = {: —2:1} vektorlarga
parallel tekislik tenglamasi tuzilsin.
224. M, (x,:Y,:Z,) nugtadan o’tgan a, ={¢,;m,;;n} hamda a,={¢,;m, ;n,}
vektorlarga parallel tekislik tenglamasi quyidagi ko’rinishda ekanligi isbotlansin:
X=Xg Y—=Yo Z2-1,

4, m, n =0

52 m2 n2

225. M, (2;-1;3) va M, (3;1;2) nuqtalardan o’tuvchi va a, = {3: —1: 4} vektorga
parallel tekislik tenglamasinituzing.
226. M, (x,;y,;2,) va M, (x,;y,;2,) nuqtalardan o’tadigan hamda a ={¢,m,n}
vektorga parallel bo’lgan tekislikning tenglamasi.
X=X Y=Y -4
X,—% Y,-V, Z,—7|=0 ko’rinishda ekanligini isbotlang.
L m n

227. Uchta nuqta M,(3;-1;2),M, (4;-1;-1) va M, (2;0;2) lardan o’tuvchi tekislik
tenglamasi tuzilsin.
228. M, (x;¥1:2,), M,(%,;Y,:2,) va M,(x,;v,;z;) nugtalardan o’tuvchi tekislikning
tenglamasi

X=X Y-V -1y

X=X Y, Y1 Z,-%|=0

Xg =X Ys= Y1 Z3— 7

ko’rinishda ekanligini isbotlang.
229. Quyidagi tenglamalarning har biri uchun birorta normal vektorning
koordinatalarini aniglang. Har bir hol uchun ixtiyoriy normal vektorning
koordinatalarining umumiy ifodasini yozing:

1) 2x-y—-2z+5=0 2) x+5y—-2=0 3) 3x-2y-7=0



4) 5y-3z=0 5) x+2=0 6) y-3=0

230 . Quyidagi juft tenglamalarining qaysi biri parallel tekisliklarni aniqlaydi:
1) 2x-3y+5z-7=0, 2x-3y+5z+3=0

2) 4x+2y—4z+5=0, 2X+Yy+2z-1=0

3) x-3z+2=0, 2Xx—62-7=0

231. Quyidagi juft tenglamalarining qaysi biri perpendikulyar tekisliklarni
aniqlaydi:

1) 3x-3y-2z-5=0, X+9y-3z+2=0

2) 2x+3y—-z-3=0, X-y—-z+5=0

3) 2x-5y+z=0, X+2z2-3=0

232. ¢ va m larning qanday qiymatlarida quyidagi juft tenglamalar parallel
tekisliklarni aniglaydi:

1) 2x+¢+3z2-5=0, mx—6y—6z+2=0 ;

2) 3x—-y+/2-9=0, 2X+my+2z-3=0 ;

3) mx+3y—2z-1+=0, 2x-5y—/z=0;

233. ¢ ning ganday qiymatida quyidagi juft tenglamalar perpendikulyar
tekisliklarni aniqlaydi:

1) 3x-5y+¢z2-3=0, X+3y+2z2+5=0
2) 5x+y+3z-3=0, 2X+ 0y —-32+1=0
3) 7x-2y-3=0, X+y—-32-1=0

234. Quyidagi juft tekisliklarning kesishishidan hosil bo’lgan ikkiyoqli
burchaklarni aniglang.

1) x—yJ2+2-1=0, X+yJ2—z+3=0
2) 3y-z=0, 2y+2=0

3) 6x+3y-2z=0, X+2y+6z-12=0
4) x+2y+2z-3=0, 16x+12y —-15z2-1=0

235. Koordinatalar boshidan o’tgan va 5x—2y+3z-3=0 tekislikka parallel tekislik
tenglamasi tuzilsin.

236. M,(3;-2;-7) nugtadan o’tuvchi va 2x—y+3z+5=0 tekislikka parallel tekislik
tenglamasi tuzilsin.

237. Koordinatalar boshidan o’tuvchi va 2x—y+3z-1=0, x+2y+z=0
tekisliklarga perpendikulyar tekislikning tenglamasini tuzing.

238. Quyidagi shartrlarni ganoatlantiruvchi tekislik tenglamalarini tuzing:
1) M, (2;-3;3) nugtadan o’tadi va OXY tekisligiga parallel;



2) M, (1;-2;4) nuqtadan o’tadi va OXZ tekisligiga parallel;
3) M, (-5;2;-1) nugtadan o’tadi va OYZ tekisligiga parallel;

239. Shunday tekislik tenglamasini tuzinkgi, u 1) ox o’qidan va M, (4;-1;2)
nugtadan o’tsin; 2) oy o’qidan va M, (1;4;-3) nuqtadan o’tsin; 3) 0z o’qidan va
M, (3;-4;7) nugtadan o’tgan bo’lsin.

240. 2x-3y+4z-24=0 tekislikning koordinat o’qlari bilan kesishgan nuqtalarni
toping.

241. Tekislikning x+2y -3z -6=0 tenglamasi berilgan. Uning “kesmalardagi”
tenglamasini tuzing.

242. 3x—4y 24z +12 =0 tekislikning koordinat o’qlaridan ajratgan kesmalari
aniqlang.
243. 5x -6y +3z+120=0 tekislikning koordinat burchakdan kesgan uchburchak

yuzasini hisoblang.

244, Koordinat tekisliklari va 2x -3y +6z —-12 =0 tekislik bilan chegaralgan
piramida xajmi hisoblansin.

245. i = {~2:1:3} vektorga perpendikulyar va 0z 0’qida C =—5 kesma ajratgan
tekislik tenglamasini tuzing.

246. 7 ={2:1:-1} vektorga parallel va ox, ou koordinat 0’qlarida mos ravishda
a=+3, b =—-2 kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

247. Quyidagi tenglamalarni normal ko’rinishga keltiring.

3 6 2
1) 2x—2y+2z-18=0 2) ?x—7y+7z+3:0
3) —4x-6y—-12z-11=0 4) —4x—-4y+122+1=0
5) 5y-12z+26=0 6) 3x—-4y-1=0
7) y+2=0 8) —x+5=0
9) -x+3=0 10) 2z-1=0.

248. Quyidagi tekisliklarning har biri uchun normalning koordinata o’qlari bilan
hosil gilgan «, va y burchaklari va koordinatlar boshidan tekislikkacha bo’lgan

R masofa aniqlansin.

1) x+yv2+2-10=0 2) x-y-—zJ/2+16=0X
3) x+z2-6=0 4) y-z+2=0

5) xJ2+y+10=0 6) x—2=0

7) 2x+1=0 8) 2y+1=0

9) x-2y+2z2-6=0 10) 2x+3y—-6z+4=0.

249. Quyidagi nuqtalarining har biri uchun berilgan tekisliklardan 5 chetlanish va
nuqtadan tekislikkacha d masofa hisoblansin.



1) M, (-2;-4;3), 2X—y+2z+3=0;
2) M, (2;-1;-1), 16x—12y+152-4=0;

3) M, (1;2;-3), 5x—-3y+2z+4=0;
4) M, (3;-6;7), 4x—-3z+1=0;
5) M, (9;2;-2), 12y -5z+5=0.

250. M, (1;-1;1) , M, (-2;1;3) va M, (4;-5;-2) nuqtalardan tekislik o’tkazildi.
R(-1;1;-2) nuqtadan shu tekislikkacha bo’lgan d masofani hisoblanlang.

251. Q(2;-2;1) nuqta va koordinatalar boshining quyidagi tekisliklardan bir
tomonida yoki turli tomonlarda joylashganligini aniglang:

1) 5x-3y+2z-18=0; 2) 2x+7y+3z+1=0;
3) x+5y+12z-1=0; 4) 2x-y+2+11=0;
5) 2x+3y—-6z+2=0; 6) 3x—2y+2z-7=0;

252. 3x—4y—-2z+5=0 tekislikning chegaralari M, (3;-2;1) va M, (-2;5;2) nuqtalar
bo’lgan kesmani kesib m 0’tishi isbotlansin.

253. 5x—2y+z-1=0 tekislikning M, (1;4;-3) va M, (2;5;0) nuqtalar hosil gilgan
kesma bilan kesishmasligi isbotlansin.

254.Quyidagi parallel tekisliklar orasidagi masofalar hisoblansin.

1) x—2y-2z-12=0, 2) 2x—-3y+6z-14=0,
X—2y—-6z2-6=0 4x—-6y+12z+21=0
3) 2x—y+2z+9=0 4) 16x+12y—-152+50=0
4x-2y+4z-21=0 6x+12y -152+25=0
5) 30x—32y+24z-75=0 6) 6x-18y—-92-28=0
15x-16y+12z2-25=0 4x-12y—-62—-7=0

255. Kubning ikkita girasi 2x—-2y+z-1=0va2x—-2y+z+5=0 tekisliklarda
joylashgan. Kubning hajmini hisoblang.

256. 5x -7y +2z -3 =0 tekislikning koordinat tekisliklari bilan kesishishidan hosil
bo’lgan chiziq tenglamalari tuzilsin.

257. 3x—y-7z+9=0 tekislik bilan E(3;2;-5) nuqtadan hamda Ox o’qidan o’tuvchi
tekislikning kesishishidan hosil bo’lgan to’g’ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

2Xx+y—-2-3=0

to’g’ri chizigning koordinat o’qlari bilan kesishish nuqtalari
X+y+z-1=0

258. {

topilsin.



2X+y—-2+D=0
3X—-2y+2z2-6=0
1) Ox 0’qini ; 2) Ou o’qini kesib o’tadi ?

259. D ning ganday qiymatlarda { to’g’ri chiziq

260. Ikkita tekislikning, ya’ni 2x—y+3z-5=0 va x+2y-z+2=0 tekisliklarning
kesishish chizig’idan o’tuvchi va I = (2;-1,-2) vektorga parallel tekislik tenglamasi
tuzing.

261. 3x-2y+z-3=0, x—2z =0 tekisliklarning kesishishdan hosil bo’lgan to’g’ri
chizigdan o’tuvchi va x—2y+z+5=0 tekislikka perpendikulyar tekislik

tenglamasi tuzilsin.

262. a(3x—4y+z+6)+ B(2x—3y+2z+2)=0 tekisliklar dastasiga tegishli va

M, (3;-4;-6), M, (1;2;2) nugqtalardan bir xil uzoqlikdagi tekislik tenglamasi
tuzilsin.

263. ¢ va m larning qanday qiymatlarida 5x+ly +4z+m=0 tekislik
a(3x—7y+2-3)+ f(x-9y—2z+5)=0 dastaga tegishish bo’ladi.

2X—-y+22-3=0

to’g’ri chizigning koordinat tekisliklarini
X+2y-z-1=0

264. {

proeksiyalovchi tekisliklarning tenglamalari tuzilsin.

3X+2y-z2-1=0 C e e . . 1
265, | TV to’g’ri chizigning x+2y+3z-5=0 tekislikka
2x—-3y+2z2-2=0

proeksiyalovchi tekislik tenglamasi tuzilsin.

5x—4y—-2z-5=0

266.{
X+2y—-2=0

to’g’r1 chizigning 2X-y+z-1=0 tekislikdagi proeksiyasi
topilsin.

267. Quyidagi ikkita nuqtadan o’tuvchi tekislikning kanonik tenglamalari tuzilsin;
1) (1;-2;3),(3;1;-1), 2) (3;-1;0), (1;0:-3),
3) (0;-2;3), (3;-2;-1), 4) (1,2;-4), (-1;2;4)



8-§. FAZODAGI TO’G’RI CHIZIQ.

Fazodagi chiziq deganda, ixtiyoriy ikkita sirtning kesishishidan hosil
bo’lgan nugtalarning geometrik o’rnini tushunamiz. Shuning uchun fazodagi
chizigning umumiy tenglamasi

Ig(x,y,Z) _0} (1)
(%, »,2)=0
ko’rinishda bo’ladi.

Agar (1) tenglamadagi x,u ,z lar birinchi darajada gatnashsa, ular
tekisliklarni ifodalab, bu tekisliklarning kesishish nugtalarining geometrik o’rni
to’hri chiziq bo’ladi.Shuning uchun fazodagi to’hri chizigning umumiy tenglamasi

A1x+B1y+Clz+D1=O} @)
A,x+B,y+C,z+D, =0
ko’rinishda bo’ladi.

Fazodagi to’g’ri chizigning vektor, parametrik
va kanonik tenglamalari.

Fazoda biror ¢ to’g’ri chiziqg berilgan bo’lsa, bu to’sri chizigning xolati,
shu to’sri chizigda yotuvchi A(Xy,y1,21) nugta bilan shu to’sri chizigga parallel

bo’lgan yoki ustma-ust tushgan Z:{f,m,n} vektorning berilishi bilan to’liq
aniglanadi. s=/ I+mj+nk vektorni ¢ to’sri chizigning yo’naltiruvchi vektori

deyiladi.
¢ to’sri chiziq ustida ixtiyority V(X,y,z) nugqta olaylik.
Chizmadan ko’rinadiki y

OB=0A+A4AB 4B va s vektorlar
kollinear vektorlar bo’Igani uchun

A E =ts r S
Yoki /

y

> -

F=ri+ts (1) X
(1)ga fazodagi to’sri chizigning vektor
tenglamasi deyiladi.

Agar r=0B =xityj+zk, r=0 Z=x1i+y1j+zlk : ts =tli+tmj+tnk
ekanliklarini eqtiborga olsak

x=x+t
Xi+yj+zk=(x+tl)i+(y+tm)j+(z,+tn)k = y =y, +tm (2)

z=z +1n

(2) ga fazodagi to’sri chizigning parametrik tenglamasi deyiladi.



To’sri chizigning (2) ko’rinishdagi parametrik tenglamasidan to’sri chiziq
bilan tekislikning kesishish nugtasining koordinatasini topishda foydalanish
qulaydir.

Xagqiqatan, to’sri chiziq tenglamasi (2) ko’rinishda, tekislik tenglamasi

Ax+Vy+Sz+D=0 (€))
ko’rinishda berilgan bo’lsa, (2) ni (3) ga qo’ysak:
t:_Ax1+By1+C21+D (4)
Al + Bm + Cn
xosil bo’ladi. AI+Bm+Cn = 0 chunki to’sri chiziq bilan tekislik parallel emas.

(4) ni (2) ga qo’ysak izlanayotgan nuqtaning koordinatasi kelib chiqadi.Agar

(2) dan

t ni topsak ,

t=X""% ;t=y;1y1;t=z;zl — x_lx1= Y= _z7% (5)
(5) ga to’sri chizigning kanonik tenglamasi deyiladi yoki berilgan nuqtadan o’tgan
va berilgan yo’nalishdagi to’sri chiziq tenglamasi xam deyiladi.

Xususiy xolda 5 yo’naltiruvchi vektor koordinata o’qlari bilan «, 8, y
burchak tashkil qiluvchi birlik vektor bo’lsa, u xolda (5) tenglama quyidagi
ko’rinishda bo’ladi:

X=X _ VY=V Z27Z (6).
cosa cos y

Agar ¢ to’sri chiziq koordinata o’qlarining biriga masalan Ox ga
perpendikulyar bo’lsa, u xolda /=0 bo’lib, (2) va (5) formulalar quyidagicha
bo’ladi:

X=X

X—X — z—z s
y=y+my  (2) L= 2Tho 205 (5)
0 m n

z=z, +n
Agar to’sri chiziq koordinata o’qlarining biriga masalan Oz ga parallel

bo’lsa, s LOx, s LOy bo’lib, s={0,0,n} bo’ladi. Bu xolda to’sri chizigning
kanonik tenglamasi

AT A T ko’rinishda bo’ladi.

0 0 n
Agar to’sri chizigning tenglamasi

Ax+By+Ciz+D, =0 v

A,x+B,y+C,z+ D, :O} (7)
umumiy ko’rinishda berilgan bo’lsa, (5) kanonik tenglamasiga o’tish uchun
quyidagi amallarni bajarish kerak.

1.(5) dagi A(x1,y1,21) nugtaning koordinatasini topish kerak. Buning uchun (7)
dagi x,y,z larning ixtiyoriy bittasiga biror aniq giymat berib, qolgan ikkitasini shu
(7) sistemadan topamiz.

2. ¢ to’sri chizigning ZZ{I,m,n} yo’naltiruvchi vektorini topish kerak. ¢ to’sri
chiziq A x+By+Cyz+D;=0 va Ayx+Byy+C,z+D,=0 tekisliklarning
kesishishidan xosil bo’lgani



uchun bu tekisliklarning N, =A;i+Bij+Cik va N, =A,i+B,j+C,k  normal
vektorlariga perpendikulyar  bo’ladi. Shuning uchun ¢ to’sri chizigning
yo’naltiruvchi vektori sifatida

N, va N, vektorlarning vektor ko’paytmasini olsa bo’ladi:

|
> - o J B Cl| |c, 4l |4 Bl _,. _.
s=N, xN,=|A, B, C,|= i j+ k =li+mj+nk;
B, C,| |C, A4 |4, B,
A2 BZ C2
Z:{|,m,n}= Bl CI;CI AI;AI Bl
BZ C2 C2 AZ AZ BZ
: 3x+2y+4z-11=0 Co : . :
Misol.{ > "=V " ™= to’sri chizigning kanonik tenglamasini tuzaylik.
2x+y—-3z-1=0
+2z=4
1) x;=1 desak {y 32 | y1=2; 2;=1. A(X1,¥1,21)=A(1,2,1).
y—3z=-
Pk
2)s=3 2 4 |=-10i+17jk: Demak , X~ 1= ¥=2- "1
) 1 _3 -10 17 -1

Berilgan ikki nuqtadan o’tgan to’g’ri
chizig tenglamasi.

Berilgan My(X1,y1,21) va My(Xp,¥2,Z;) nuqtalardan o’tgan ¢ to’g’ri
chizigning tenglamasini tuzaylik. Buning uchun to’sri chizigda ixtiyoriy M(x,y,z)

nuqta olib, ¢ to’sri chizigning yo’naltiruvchi vektori sifatida M 17\/[ 5 =5 vektorni
olaylik. U xolda MTM va s=M 3\/1 , vektorlar kollinear vektorlar bo’lgani uchun
MTM =2 g, ya’'ni

MM=2 MM, & (X)i+HYYI+E2k= 2 [(exa)i+(Vzyn)i+(Z-2)K]

=
x—x; =Ax, —x))

y=n=4y,-y); &

z—z, =Mz, —z)

X=X _V=» - 272

Xo =X Vo= Wy Z, Tz

- bu xosil bo’lgan tenglamaga

berilgan ikki nuqtadan o’tgan to’sri chiziq tenglamasi deyiladi.
Ikki to’sri chizig orasidagi burchak va ularning
parallellik, perpendikulyarlik shartlari.

Fazodagi ikkita to’sri chiziq orasidagi burchak deb, bu to’sri chiziglarning
yo’naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka aytiladi.



Agar to’g’ri chiziglar kanonik tenglamalari bilan berilgan bo’lsa, ya’ni
) T U Y S UP S A S

[, m, n [ m, n,

bo’lsa, bu to’g’ri

chiziglarning yo’naltiruvchi vektorlari gl={|1,m1,n1}, §2={I2,m2,n2} bo’lishlari
ravshan.
Bu vektorlar orasidagi burchak

- -

_ - - S1S2
$152=|s 4|l s2/COSp = cosp=

5, ls- |
L, + mm, +nn,
\/112 + ml2 + nl2 \/122 + 71122 + 1122
Agar to’sri chiziglar parallel bo’lsa, u holda 5, 5§, yo’naltiruvchi vektorlar

kollinear bo’lib, ularning koordinatalari (proyeksiyalari) proporsional bo’ladi,
ya’'ni

& cos@ =

1)

- - / m n
S1=1So, = 21="71 2
! 2 [, m, n, ()

(2) formula fazodagi ikki to’sri chizigning parallellik shartidir.
Agar to’sri chiziglar perpendikulyar bo’lsa, ¢ :% bo’lib, COS(DZCOS%:O
bo’ladi. U holda (1) dan  [,l, + mm, +nn, =0 (3)
fazodagi ikki to’sri chizigning perpendikulyarlik shartini hosil gilamiz.
Agar * _lxo =7 :ny 0= Z_nz" to’sri chiziq va Ax+Vy+Sz+D=0 tekislik
berilgan bo’lsa, ularning o’zaro parallel bo’lishi uchun to’sri chizigning

Z={1,m,n} yo’naltiruvchi vektori va tekislikning normal vektori Z:{A,B,C}Iar
0’zaro
perpendikulyar bo’lishi shart, ya’ni
Al+Bm+Cn=0 (4).
Agar to’sri chiziq bilan tekislik perpendikulyar bo’lsa, s | s bo’ladi.
Bundan

()

A_ B_C
/ m n

shart kelib chigadi.

Tekisliklar dastasi.

Berilgan ¢ to’sri chiziq orqali o’tuvchi tekisliklar to’plamiga tekisliklar
dastasi deyiladi. ¢ to’sri chiziq esa dasta 0’qi deyiladi.
Dasta 0’qi yaqni /¢ to’sri chizigning umumiy tenglamasi berilgan bo’lsin:
Ax+By+Cz+D =0 }

A,x+B,y+Cy,z+D, =0 (1)



(Ining ikkinchi tenglamasini o’zgarmas A ga ko’paytirib birinchisiga
qo’shamiz.
A1X+Bly+C12+D1+/1 (A2X+Bgy+CZZ+D2)=0 (2)

tenglama 1 ning xar qanday qiymatida (1) to’sri chiziq orqali o’tuvchi
(Ax+Byy+C,z+D, tekislikdan tashqgari ) xar ganday tekislik tenglamasini
ifodalaydi.

Xagiqatan (2) dastaning ixtiyoriy tekisligi uning dasta o’qida yotmagan
M(X1,Y1,21) nugtasi bilan aniglanadi. Shuning uchun M nuqgtaning
koordinatalarini (2) ga q o’ysak,

Ax+By+Cz+D, 3)
A, x+B,y+C,z+ D,

(3) ni (2) ga qo’ysak, M;(Xy,Y1,Z1) nuqta orqali o’tuvchi tekislik tenglamasini hosil
gilamiz. Aning turli qiymatlarida esa, (1) to’sri chiziq orqali o’tgan har il
tekisliklar tenglamasini xosil gilamiz. Shuning uchun (2) ga tekisliklar dastasining
tenglamasi ham deyiladi.

A1X+ Bly+C12+ D1+ A (A2X+ Bzy+CQZ+ D2)=O =>A=-

Misollar.
1 {2x+3y—52+1 =0
3x—y+z+28=0
tenglamasini tuzing.

to’g’ri chizig va M(1,-2,3) nugta orgali o’tuvchi tekislik

Yechish. 2x+3y-52+1+% (3x-y+z+28)=0 bunga berilgan M; nugtaning

koordinatalarini qo’ysak 2 :%

2. XT_lz yT“: % to’sri chiziq orgali o’tuvchi va 3x+3u-z+1=0 (a) tekislikka

perpendikulyar bo’lgan tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish, *~1= ¥*1-2 {3x_2y_5:0
2 3 1 y=-3z+1=0
Bu xolda tekisliklar dastasining tenglamasi
3X-2y-5+ 1(y-3z+1)=0 < 3x+(1-2)y-341z-5+ 1 =0 (b).

(@) va(b) tekisliklar o’zaro perpendikulyar Dbo’lgani uchun ularning
N;={3;3;-1} va N,={3; 1-2;-31} normal vektorlari perpendikulyar bo’ladi. U
holda

NiN,=0= (3i+3j-K)[3i+( 4-2)j-3 2k]=0 = ,1:_%, 3x-2y-5-%(y-32+1):o N
6Xx-5y+3z=0.

Misollar.

268. M, (1;-1;3) nugtadan o’tgan va quyidagalarga parallel bo’lgan to’g’ri
chizigning parametrik tenglamalari tuzilsin:



x-1 y+2 z-1, ., ,. .. )
= = to’g’ri chiziqqa;
2 4 0 & 1

3) x=3t-1 y=-2t+2 to’g’ri chiziqqa.

1) a={2-34 } vektorga ; 2)

269. M, (-6;6;-5) va M, (12;-6;1) nuqgtalardan to’g’ri chiziq o’tkazilgan .Shu to’g’ri
chizigning koordinat tekisliklari bilan kesishish nuqtalari topilsin.

270. M,(2;3;-5) nugtadan o’tuvchi va

3X—-y+2z-4=0
{x+3y—22+3=0
tuzilsin.

to’g’ri chiziqqa parallel to’g’ri chizigning kanonik tenglamalari

271. Quyidagi to’g’ri chiziglarning kanonik tenglamalari tuzilsin.
1) X—2y+3z-4=0 2) 5X+y+z=0 3) X—2y+3z+1=0
3X+2y-52-4=0; 2X+3y—-22+5=0; 2X+y—-4z2-8=0

272. Quyidagi to’g’ri chiziglarning kanonik tenglamalari tuzilsin:
1) {2x+3y—z—4:0; 2) {x+2y—z—6:0
3Xx-5y+2z+1=0 2X-y+z+1=0

273. To’g’ri chiziqlar orasidagi o’tkir burchak topilsin:

N 1 1 J2

X-=3 y+2 12 X+2 y-3 z+5
1 -1

274. To’g’ri chiziglar orasidagi o’tmas burchak topilsin:
x=3t-2, y=0, z=-t+3 va x=2t-1, y=0, z=t-3.

275. M,(-1; 2;-3) nugtadan o’tuvchi, a={6;-2;-3) vektorga prependikulyar va
x-1 y+1 z-3

3 2 -5
tuzilsin.

to’g’ri chizigning kesib o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasi

276. M(x;y;z) nugta harakatining tenglamalari berilgan:

x=5-2t, y=-3+2t, z=5-t shu nuqtaning t, =0 momentdan t, =7 momentgacha
bosib o’tgan d yo’lini aniglang.

277. Boshlang’ich nuqtasi M (3;-1;-5) bo’lganva s=1{-2,6;3 } vektor
yo’nalishida to’g’ri chiziqli tekis xarakat gilayotgan M(X;y;z) nugtaning tezligi
9 =21, shu nugtaning harakat tenglamalarini tuzilsin.

278. M(X;y;z) nugta boshlang’ich vaziat M (20;-18;-32) dan boshlab
s =1{3-4,-12 } vektorga garama-garshi yo’nalishida v =266 tezlik bilan to’g’ri



chizigli harakat gilmogda. M(X;y;z) nugtaning harakat tenglamalarini tuzing va
t =3 vaqtda M ganday nugta bilan mos tushinishi aniglang.

279. To’g’ri chiziq bilan tekislikning kesishish nugtasi topilsin:

1) x-1_y+l_z 2x+3y+2-1=0

1 -2 6
3 -1 -5

3) X+2:y_1=2_3, X+2y—2z2+6=0
-2 -1 -5

280. M (2;-3;-5) nugtadan o’tuvchi va 6x-3y-5z+2=0 tekislikka
perpendikulyar to’g’ri chizigning tenglamasini tuzing.
X+3_Y _31 _Z Z 2 to’g’ri chiziqga

perpendikulyar to’g’ri chizigning tenglamasini tuzing.

281. M (1;-1;-1) nugtadan o’tuvchi va

282. M (1;-2;1) nugtadan o’tuvchi va

X—2y+2-3=0
{x+y—z+2=0
tuzing.

to’g’ri chiziqqa perpendikulyar to’g’ri chizigning tenglamasini

Xx+1 y-2 z+3
m -2

283. m ning gaysi giymatida to’g’ri chiziq x-3y+6z+7=0

ning tekislikka parallel?

. . . 3X-2y+z+3=0
284. C parametrning ganday giymatida {4X_3y+4z 1o 0
285. A va D ning ganday giymatlarida x=3+4t, y=1-4t, z=-3-t to’g’ri chiziq
Ax+2y—4z-D =0 tekislikda joylashgan bo’ladi.

286. R(2;-1;3) nugtaning x=3t, y=5t—7, z=2t+2 to’g’ri chizigdagi proeksiyasi
topilsin.

X-y—-4z+12=0
2X+y—-22+3=0
bo’lgan Q nugtani aniglang.

287. { to’g’ri chiziqqga nisbatan R(4;1;6) nuqtaga simmetrik

288. M, (5;4;6) va M, (-2;-17;-8) nuqgtalardan o’tuvchi to’g’ri chizigqga nisbatan
P(2;-5;7) nugtaga simmetrik bo’lgan Q nugtani aniglang.

289. P(5;2;-1) nugtaning2x—-y+3z+23=0 tekislikdagi proeksiyasi topilsin .



290. P(1;-1;-2) nugtadan X;rs = y;rz . _28 to’g’ri chiziqgacha bo’lgan d masofani

aniglang.

291. P(2;3;-1) nugtadan quyidagi to’g’ri chiziqlargacha bo’lgan d masofani
aniglang:

1)%5_y:z+25 2) x=t+1, y=t+2, z=4t+13

2 =2
3) 2X—2y+2+3=0
3X—-2y+2z+17=0

292. To’g’ri chiziglarning paralleligini isbotlab, ular orasidagi d masofani toping.
{2x+2y—z—10:0 Xx+7 y-5_ z-9

X—y—z-22=0 3 -1 4

293. Quyidagi hollarning har biri uchun ikki to’g’ri chiziq orasidagi eng gisga
masofa topilsin:

1) X+7 y+4 z7+3 x-21 y+5 z-2
3 4 -2 6 -4 -1

2) x=2t—4, y=—t+4, z=-2t-1
X=4t-5 y=-3t+5 z=-5t+5
3) x+5:y+5:z—1,
3 2 -2
X=6t+9, y=-2t, z=-t+2.




I BOB. MATEMATIK ANALIZ

1-§. Sonlar ketma-ketligi va uning limiti.

1-ta’rif. Agar biror gonunga ko’ra 1,2,3,...n,...(neN) natural sonlarga
X,,X,,X;,... Xaqiqiy sonlar mos keltirilgan bo’lsa , u xolda x,,x,,x,,... Xaqiqiy sonlar
to’plamiga sonlar ketma-ketligi berilgan deyiladi.

Qisgacha ketma-ketlik {x,} ko’rinishda yoki {x,}={x,,x,,x;...} ko’rinishda
yoziladi.
x,-larga (i=12,.,n,..) {x,} ketma-ketlikning elementlari , x,-ga esa ketma-
ketlikning umumiy xadi deyiladi.

Misol. {l}={l,l,l,...}
n 23
n? +1}={251017,..}
{+En" =202}

2-ta’rif. Agar {x, } ketma-ketlikning istalgan x, elementi uchun x, <M
(yoki x, >m) tengsizlikni ganoatlantiruvchi M (yoki m ) soni mavjud bo’lsa, u xolda
{x, } ketma-ketlikni yuqoridan (pastdan ) chegaralangan deyiladi.

M va m larga yugoridan va quyi chegaralari deyiladi. xam pastdan ,xam
yugoridan chegaralangan ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.

3-ta’rif. Agar ixtiyorty ne N uchun x <x,, (yoki x, > x, ) tengsizlik o’rinli
bo’lsa, u xolda {x,} ketma-ketlikni kamaymaydigan (o’smaydigan ) ketma-ketlik
deyiladi.

A-ta’rif. Agar ixtiyoriy ne N uchun x,<x,, bo’lsa, {x,} ketma-ketlik o’suvchi
ketma-ketlik , agar x,>x,,, bo’lsa {x,} ketma-ketlikni kamayuvchi ketma-ketlik
deyiladi.

O’suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklarga monoton ketma-ketliklar deyiladi.

5-ta’rif. Agar ixtiyoriy yetarlicha kichik >0 son uchun shunday N natural
son mavjud bo’lsaki, n> Nbo’lgan barcha nlar uchun |x, —a|<e tengsizlik o’rinli

n

bo’lsa, u xolda « son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va lim x, =a yoki x, »a

n—»o0

n+l

ko’rinishlarda yoziladi.

a-—e<a<a+e tengsizlikni 2 x, zal<e
ganoatlantiruvchi nuqtalar to’plamiga X,

a nuqgtaning eatrofi  deyiladi. 0 a—= P te x

Ta’rifning geometrik ma’nosi quyidagicha: agar « berilgan {x,} ketma-
ketlikning limiti bo’lsa, u xolda « nugtaning ¢ atrofida {x,} ketma-ketlikning
cheksiz ko’p xadlari joylashgan bo’ladi. Shunday xadlarning nomerlari N dan Katta
bo’lib, bu atrofdan tashqarida esa {x,} ketma-ketlikning x, dan x, gacha xadlari
bo’lishi mumkin.

6-ta’rif. Limiti mavjud bo’lgan ketma-ketliklarga yaginlashuvchi ketma-
ketliklar deyiladi. Aks xolda uzoglashuvchi ketma-ketliklar deyiladi.




1-teorema. Yaginlashuvchi sonli ketma-ketliklar fagat bitta limitga ega bo’ladi.
Isboti. Faraz gilaylik {x, } ketma-ketlik ikkita «va » limitlarga ega bo’lsin,

u xolda ava b nuqgtalarni 0’z ichiga olgan a b
va bir-biri bilan kesishmaydigan Jc,d[ va C d e f x

le. 7[ intervallarni olaylik. limx, =a, limx, =5 bo’lsin, bu xolda lim x, =a bo’lgani

n—>0 n—>0 n—»0

uchun {x, } ketma-ketlikning cheksiz ko’p elementlari Jc,d[ da bo’lib le, /[ da sanogli
elementlari qoladi. Bundan ko’rinadiki, {x,} ketma-ketlikning cheksiz ko’p

elementlari
le, /[ da bo’la olmaydi. Bu esa farazimizga qarama-garshi.

2-teorema. Xar ganday yugoridan chegaralangan kamaymaydigan va quyidan
chegaralangan o’smaydigan sonli ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo’ladi va limitga
ega bo’ladi.

3-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo’lsa, u albatta
chegaralangan bo’ladi. Lekin aksi qarvaqt to’sri emas, ya’ni zarur lekin kifoya emas.

4-teorema. (Bolgs ano-Veyershtrass). Ixtiyoriy cheksiz, chegaralangan va
monoton bo’lgan {x,} ketma-ketlik limitga ega bo’ladi.

Agar cheksiz {x,} ketma-ketliklar yugoridan yoki quyidan chegaralanmagan

bo’lsa, u albatta uzoqlashuvchi bo’ladi, ya’ni chekli limitga ega bo’lmaydi.
Agar limx, =0 bo’lsa, {x,} ketma-ketlikka cheksiz kichik ketma-ketlik

deyiladi. Boshga so’z bilan aytganda, ixtiyoriy &>0 uchun shunday N nomer topish
mumkin bo’lsaki,
barcha n»>Nlar uchun |x, —0/<e tengsizlik bajarilsa {x,} ketma-ketlikka cheksiz

kichik ketma-ketlik deyiladi.
Agar lim x, = bo’lsa, {x,} ketma-ketlikka cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

Boshga so’z bilan aytganda, ixtiyoriy &>0 uchun shunday ~ nomer mavjud
bo’lsaki,barcha n>Nlar uchun |x,|> A tengsizlik bajarilsa {x,} ketma-ketlikka

cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.
Sonli ketma-ketliklarning limiti uchun quyidagi xossalar o’rinli:
1% lim(x, + y,)=limx, +lim y,

n—»o n—»o
0 . . .
2 - }lliri(‘xn .yn):llil;loxn .llj};yn
lim x
X L n .
3. lim=t=2=2" (limy, =0)
n—o hm n—w
yn o yn

Misollar.

2. x, =~/n. 3. X, = n

4+n?’

4. x,=(-1)"n.



5. x, =Jn+1-+n. 6.x, 3

T+

2 n

7. X, =—. 8. X = s

9. Agar {x,},{y,} chegaralangan ketma-ketliklar bo’lsa, u holda {x, +vy,}{x..y,}

ketma-Kketliklarning chegaralangan ekanligini ko’rsating.
Quyidagi ketma-ketliklarning o’suvchi yoki kamayuvchi bo’lishini anigklang.

(10-18).
10. x = 2", 11 x,=—2-. 12 x,=+n. 13. x, =log,, 2/
n+2
n 1 n 1
14. =—. 15. x, =1+—. 16. x, =—. 17. x. =</n——=.,
X, -~ X, +\/ﬁ X, o x. =~/n T
18. x, :in!.
n
Quyidagi sonlar ketma-ketliklarning limitni toping.(19-37).
. n+2 . /2n+2 . 1+2n
3 2 3 3
99 i (n+1)° +(n+2) . 23 [ (n-1)° —(n+1) .
I!EU (n-1y° In'fﬂ n’
. nb2(n+1) i n!
24. —. 25. —
'!ED (n+2) In'm (n+1)-n!
. a" . 2" +3*3"
206. : 1). 21. —_—
im = @> Im 5. s a
1+2+3+...+(n-1 . 1+3+5+..+(2n-1) 2n+1
28. | ( = ( )) 29. ||m[ n+1( )— 5 J

30. lim i+i+....+ _ ! .
W12 7 2%3 n"(n+1)

. (11 1 1
1+2+4+....+21n
33. lim 1T 1 T

N e T s
3 9 3"

lim (/n? +n+1-+n?-1).

N—o0

lim (¥n+1-¥n).

nN—oo

3L i L + L +oet L
M g 3w T on_*@2n+1) |

34. lim /n+1-+n). 35.
36. lim n(Wn* +n+1-+n* +1). 37.

n—oo



2-§. Funksiya, uning limiti va uzluksizligi.

Elementlari xaqiqiy sonlardan iborat bo’lgan D va Ye to’plamlar berilgan bo’lib,
o’zgaruvchi x miqdorning qabul qilishi mumkin bo’lgan qiymatlari D to’plamda, y
o’zgaruvchi miqdorning qabul qilishi mumkin bo’lgan qiymatlari Ye to’plamda
bo’lsin.

1-Ta’rif. Agar x o’zgaruvchining D to’plamdagi xar bir giymatiga biror qoida
yoki qonunga ko’ra y o’zgaruvchining Ye to’plamdagi faqat aniq bitta gqiymati mos
go’yilgan bo’lsa, u xolda o’zgaruvchi y ni o’zgaruvchi X ning funks iyasi deyiladi
va odatda y=f(x) ko’rinishda yoziladi.

x ga erkli o’zgaruvchi yoki argument, y ga esa erksiz o’zgaruvchi yoki x
o’zgaruvchining funks iyasi deyiladi.

X o’zgaruvchining gabul qilishi mumkin bo’lgan qiymatlar to’plami D ga
funks iyaning aniqlanish soxasi deyiladi va D(f) yoki D(u) ko’rinishda
belgilanadi. Ye to’plamga esa funks iyaning o’zgarish soxasi deyiladi va Ye(f)
yoki Ye(u) ko’rinishda yoziladi.

Misol. y=v1-x> funks iyaning aniglanish soxasi [-1,1] to’plamdan ya’ni
D(u)=[-1,1] iborat bo’ladi. O’zgarish soxasi esa Ye(u)=[0,1] bo’ladi.

2-Taqrif. Funksiyaning aniglanish soasi D dagi xar ganday Xi,X, lar uchun
X1<X, tengsizlikdan f(x;) <f(x,) kelib chigsa, u qolda f(x) funks iyani D da
o’suvchi deyiladi,agar f(x;) >f(x;) kelib chigsa, funks iyani D da kamayuvchi
deyiladi.

Funksiyaning berilish usullari. a) x va y o’zgaruvchi miqdorlar orasidagi bos
lanish matematik formulalar orgali berilishi mumkin, u xolda funks iya analitik
usulda berilgan deyiladi;

b) o’zgaruvchi x vay lar orasidagi bos lanish grafik usulda berilishi mumkin;

v) X vay lar orasidagi bos lanish jadval usulida yagni argument X ning
giymatlariga mos keluvchi y ning qiymatini jadval ko’rinishda berilishi mumkin.

Funksiya limitining ta’rifi.

Biror berilgan a nuqtani 0’z ichiga olgan xar qanday oraliqqa shu a nuqtaning
atrofi deyiladi. Masalan, (a-6;a+¢) oralig a nugtaning & atrofi deyiladi.
1-Tagrif. Xar ganday >0 son uchun shunday & >0 son topish mumkin
bo’lsaki, x ning 0<|x-a|<s tengsizlikni ganoatlantirgan barcha giymatlari uchun
[f(x)-b|<e tengsizlik o’rinli bo’lsa, b songa f(x) funksiyaning a nuqtadagi (x—a)
limiti deyiladi va odatda
lim f(x)=p

—a

ko’rinishda yoziladi.




Bu ta’rifning geometrik maqgnosi y
+

istalgan £>0 son uchun shunday y=b+¢ y=f(x)

6 >0 soni mavjud bo’lsaki, x ning y=b

(a-5;a+¢) intervaldagi barcha qgiymatlari y=b-¢

uchun f(x) funks iyaning qiymati

(b-&;b+¢&) oraligda, ya’ni

y=b-¢; y=b+& to’g’ri chiziglar orasida 0 X=a-5 Xx=a Xx=ats

bo’ladi.

1-ta’rifni quyidagicha xam ifodalash mumkin:
Har ganday &>0 son uchun shunday N va M (N<a<M) sonlarni ko’rsatish mumkin
bo’lib, x ning N<x<M tengsizlikni qanoatlantiradigan (x=a dan tashqari)
xamma giymatlari uchun [f(x)-b|<e tengsizlik o’rinli bo’lsa, b songa f(x) funks iyaning
a nuqtadagi (x—a) limiti deyiladi:  7im f(x)=b.

xX—>a

2-Ta’rif. Xar kanday ¢ >0 son uchun shunday N sonni ko’rsatish mumkin
bo’lib, x>N tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha x lar uchun [f(x)-b|<e tengsizlik
o’rinli bo’lsa, b songa f(x) funks iyaning x— oo limiti deyiladi va
lim f(x)=Db

ko’rinishda yoziladi.

3-Ta’rif. Xar ganday ¢ >0 son uchun shunday M>a sonni ko’rsatish mumkin
bo’lib, a<x<M tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha x lar uchun
[f(x)-b|<e tengsizlik o’rinli bo’lsa, b songa f(x) funks iyaning a nugtadagi (x —a+0
ya’ni X a ga o’ngdan intilganda) o’ng limiti deyiladi va

lim f(x)=b

x—a+0
ko’rinishda yoziladi.
Xuddi shuningdek , f(x)funks iyaning a nuqtada chap limiti deb, Z/im f(x)=b

x—a—0
ga aytiladi. O’ng va chap limitlarga bir tomonlama limitlar deyiladi.
Agar f(x) funks iyaning x=a nuqtadagi limiti chekli mavjud bo’lsa, u xolda
albatta
lim f(x) =1lim f(x)

x—>a+0 x—>a—0

bo’lishi shart.

Cheksiz kichik va cheksiz katta funks iyalar.



1-Ta’rif. Agar y=f(x) funks iyaning limiti x—a da nolg bo’lsa ya’ni
lim f(x)=0 bo’lsa ,u xolda y=f(x) funks iyani x —a da cheksiz kichik funks iya

deyiladi.
2-Ta’rif- Agar lim f(x)=ow bo’lsa , y=f(x) funks iyani x—a da cheksiz katta

xX—a

funks iya deyiladi.
Misol. 1) y=x*-1 funks iya x—1 da cheksiz kichik funks iya chunki
lim(x* -1)=0

x—1

2) y:L2 funks iya xam x — o da cheksiz kichik funks iya limiz:O
X

x—wn X

3) y=x? funks iya esa x — o da cheksiz katta funks iya 7imx’= o.

X—>0

Endi cheksiz kichik funks iyalarning xossalari xaqidagi quyidagi

teoremalarni isbotsiz keltirib o’taylik

1-Teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik funks iyalarning algebraik
yihindisi cheksiz kichik funks iyadir.

2-Teorema. Cheksiz kichik funks iyaning chegaralangan funks iyaga
ko’paytmasi cheksiz kichik funks iya bo’ladi.

3-Teorema. Cheksiz kichik funks iyalarning ko’paytmasi cheksiz kichik
funks iyadir.

4-Teorema. Cheksiz kichik funks iyaning limiti noldan farqli bo’lgan funks
iyaga bo’linmasi cheksiz kichik funks iyadir.

Funks iya limiti xagidagi asosiy teoremalar

1-Teorema. Agar lim f(x)=b chekli limit mavjud bo’lsa, u xolda f(x) funks

fyani
b son bilan « (x) cheksiz kichik funks iya yis indisi ko’rinishda ifodalash mumkin
f(x)=b+ a (x) vaaksincha f(x)=b+ « (x) bo’lsa, 7im f(x)=b bo’ladi.

xX—a

2-teorema. 1) lim(f(x)+g(x))=Ilim f(x)+£limg(x)

X—a xX—>a xX—a

2) lim f(x)-g(x)=1lim f(x)-limg(x) Xususan g(x)=K (k - o’zgarmas son )

x—a xX—a x—a

lim[k- f(x)|=x-lim f(x)

x—a xX—a

lim £ (x)
- (X)) e :
3 Nim ) " Tima0o ('x'ina 9(x)#0)

3-teorema. (oraliq o’zgaruvchining limiti xagidagi teorema).
Agar u(x), z(x) va v(x) funks iyalarning tegishli giymatlari orasida
u(x) < z(x) <v(x)
tengsizliklar bajarilsa va x —ooda u(x), v(x) funks iyalar birgina » limitga
intilsa, u xolda x —oda z(x) funks iya xam shu 5 limitga intiladi.




Isbotni chizmada ko’raylik. v

b+e¢ \

Ajoyib limitlar.
Birinchi ajoyib limit.
. Sinx
1-teorema. EE%TZI bo’ladi.

Isboti. Radiusi birga teng bo’lgan birlik
aylanani ko’raylik .
S,- OAV uchburchakning yuzasi
S,- OAV sektorning yuzasi
S,- OSV uchburchakning yuzasi
bo’lsin.
U xolda §,<S,< S, bo’ladi.
OA=0B=R=1 ekanligini e’tiborga olsak

s,= L ovap= L sinx,
2 2

s,= Lov AV = X va 5,298 B Ly
2 2 2
bo’ladi.

Demak sinx:A—D:AD; tgx:Q:CB.
04 OB

1 .

Lsinke®< Ligx = 1<* !
2 2 2

—<
sinx COSXx

=

COSX< Sm x

<l < lim cOSX<lim SIMY 2 lim 1 =

x—0 X x—0

X
. sinx
lim =1.

x—0 X




. ZSinz(;j
Misol. lim — =% =lim — =2
x—0 X x—0 X

N | —

Ikkinchi ajoyib limit.

Ta’rif. (l+l)n o’zgaruvchi miqdorning n— oo dagi limiti e soni deyiladi,
e=2,7182818284..l.q
2-teorema. (l+l)x funks iyaning x— oo dagi limiti mavjud bo’lib ye soniga
teng bo’ladi. ’
lim (1+ ) =ye 3)

X—>0

1. x— o deylik, bu xolda x nmg xar ganday giymati ikki musbat butun sonlar
orasida yotadi.
LD R R U L FULI FEL RN (1+L)n <(1+l)“<(1+l)“,
n+l x n n+l1 X n n+l1 X n
Agar Xx—>wbo’lsa, n xam n-—>o chunki n X ning butun gismi, oxirgi

tengsizlikdan limitga o’tsak, ikki chekkadagi limitlar ye ga intilgani uchun

n<x<n+l-=

lim (1+l)X =ye
X

X—>0

kelib chikadi.

2. X——oo da t=-(x+1) yoki x=-(t+1) almashtirish bajarsak t — +oo da x— —oo

hm(l+ )*=1lim (1-—)“—1 (1+ )'=e.

X—>—00 t—

3. hm(l+ )*=e ekanligini xam quyidagicha xosil gilamiz:

x—0

x=1 desakt > da x—0, 1im(l+—)? (1+ )'=e.

t x—0 X t—)oo

Amaliy mashs ulotlarda ko’p uchraydigan quyidagi limitlarni xam talabalarning
bilishi magsadga muvofiq bo’lar edi.

lim (1- —) —ye ¥ : lim (1+ )X =yek
lim M:n; lim (1_—)_1 =-n,
x—0 X x—0 X
lim &L =lna ; lim 0 =g
x—0 X x—0 X

1 1
lim M :|ogae_

x—0 X



MISOLLAR.
38. Tengsizlikni eching.

a) x-4<0 b) 9-x% >0 v) x(x-1)<0 0) [x+2/<2

d) [x-1>1 e) [2x-3<5 ) x=1<|x+1

39. y(x):);;j funksiya berilgan. y(— %)‘y@j larni toping.

40. y(x)=~1+ x> funksiya berilgan. u(—x),u(%) larni toping.
41. y(x) =2** funksiya berilgan. u(0), u(-1) larni toping.

42. y(x) = x? funksiya berilgan. w ni toping.

43. y(x) = x* funksiya berilgan. y(x+h) ; y(x-h)

ni toping.

44, y(x) = 2x* +%+§+5x funksiya berilgan. y(t) = ij o’rinli ekanligini ko’rsating.
x> X

45. y(x)=a* funksiya berilgan. Ihtiyoriy x uchun y(x)*y(~x)-1=0 ekanligini

ko’rsating.

46. y(x)=x*—2x+3 funksiya berilgan. y(x)= y(~1) tenglamani barcha ildizlarini
toping.

47. y(x) = 2x* —5x* —8x funksiya berilgan. y(x)=y(2) tenglamani barcha ildizlarini
toping.

Quyidagi funksiyalarining aniglanish sohalarini toping.(48-67).

48. y=x*+2x 49. y=+x+1-+x-1 50. y=+4-x?
51. y:x+1 52. y=|x/+3
X
56. y =Ig(1—x?) 57.y:Iogx(x—%) 58. y = arcCos(x +2)

59. y =+/Cosx



60. y =vJ1-Cosx 61. y=Insinx 62. y=e_
X
63. y=lg2 "X
2—X
1 (X i
64 y—_ *t 65. v = arcS (I —j 66. y=1
y arcsin(x ) y =arcsin| lg - Y =100 co5x SIN X

67. y=ctgx *tgx

Quyidagi funksiyalarining juft yoki togligini aniglang .(68-82)

3 1
68. y=x*—-2x" 69. y:x—% 70. y=x+; 71. y = x*sinx
72. y=cosx+|X| 73. y=x*sin’x-x> 74, 2 +2a 75. x, y:ax+i
a —

76. y=2" 77.y = x2 -1 78. yzlnl_—x 79. y=1—cosx

a*+1 1+x
80. yzxz*sinE 81. y=1+x+%> —1—X+X2 82. y=3/(x+1)% +3/(x=1)?

X

Quyidagi funksiyalarining eng kichik musbat davrini aniglang .(83-91)
83y =sin’ x 84.y =sin2x 85. y = cos/2x 86. y:\/tg_x

87y=sin2x+cos§ 88. y:tg§+cos§+sinx 89. y=3005(x+§j)

90.y =a*sinkx 91.y:t92x+sin§

Quyidagi limitlarni toping.(92-140)

. 2X i x> —3X+2 i (X+1)>*(2x+3)
92. 03. L = - 94.
IXI_rD X2 +2 le_rl] 2X+5 I![D x3+1
) 2X +3 ] Jx ) x? -1
05. 96. 97. -t -
IXIED X +3/x lem VX +/X I'ﬂﬂ x> —3X+2
. X2 =3x+2 . (x+h)?®=x° i X"
08. 2 = ° 99. ASAILELL A A 100.
Ilﬂll x* —4x+3 |!£T01 h lem x" -1
. 1+sin2x . sin X — cos X . Jx -8
101. 102. -=- -2 103.
IXI = 1—Ccos4x IXIED COS 2X lem x4
4 4
. 3x-1 _ X —28/x +1 ] x -1
104. 105 . _ 106.
"L‘E‘ 4x -1 I'X';rl] (x—1)2 "L‘E‘ /x —1
. 2-4Jx-3 ) V1+x®2 -1 V1+X —+/1—x
X—7 x—0



110

113. |im (&x+a)(x+b)-x) 114. |im

116

119.

122.

125.

128

131

134

137. |i

140.

. Jx+h-1
im ——
h

-0

X—>+o0

sin 3x

' I!HO] \/x+2—\/§

Iim sin zzx
xo1  SIn37ax

sin(x+h) —sin x

im h
. Jl+sinx —+/1-sinx
lim <

1
. lim (cosx) *

x—0

. lim x(In(x+3)-Inx)

X—>0

1
. lim x@3* -1

X—>0

. Ix+h++x
UL fim ————
h—0
V6—x-1
X—5 3—\/4+X
117, |Im sin 2x
x—0 X
. 1-cos x
120. [im 3
x—0 X

123. |im ctg2x*ctg E-x

x—0 2

] sina”
126.
'!L‘J (sina)

129. lim (1+§)*

X—0

132 . [im lg(1+10x)

x—0 X

1+x
1-x
Ina+x)—Ina
X

135. |im (%m

x—0

138. lim
x—0

m 1

112, |im x(Vx? -1-x)

X—>+0

115. lim (x-vx*-a?%)

. tg2x
118.
I!UO] sin 3x
121. [im cosx;acosa

—a

. tgx —sin x
124. lim &
x—0 X
. sina X
127.
n>m |£m sin fx

1

130. |jm @+sinx)*

x—0

. a'-1
133. lim .
x—0

In cos x
X2

136. lim
x—0

. ¥ —cosx

x—0 X



Argument va funksiya orttirmasi.

Berilgan u=f(x) funksiyaning x=a nuqtadagi giymati y,=f(Xo) bo’lsin. Argument
x ning boshlansich a va biror x giymatlarini ko’raylik. x-a ayirma argument x ning a
nugtadagi orttirmasi deyiladi va A x orqali belgilanadi.
u-up=f(x)-f(a) ayirmaga f(x) funksiyaning x=a nuqtadagi orttirmasi deyiladi va Au
orqali belgilanadi.
A X=X-3, A U=U-Up=Ff(x)-f(a) yoki x=a+ A X, u=Ug+A u bo’lib A u= f(a+ A x)-f(a) .

Misol. u=x? funksiyaning x=a nugtadagi funksiya orttirmasini xisoblang.
A y=f(a+ A x)-f(a)=(x+a) >-a’=2a A x +(A X)? .

Endi funksiyaning uzluksizligiga o’taylik. y=f(x) funksiya biror x=a nuqtada va
uning atrofida aniglangan bo’lib, x=a da u=f(a) bo’lsin.

1-ta’rif. Agar f(X) funksiyaning X —a da limiti mavjud bo’lib lim f(x)=f(a) bo’lsa

f(x) funksiya x=a nugtada uzluksiz deyiladi.
Demak f(x) funksiya x=a nuqtada uzluksiz bo’lsa,

inf0J=f@ (1

tenglik o’rinli bo’ladi.

2-Ta’rif. Agar u= f(x) funksiyaning x=a nuqtadagi o’ng limiti

lim_ f(x)= f(a) yoki chap limiti lim f(x)= f(a) lar mavjud bo’lsa, u xolda f(x)

funksiyani x=a nuqtada o’ngdan yoki chapdan uzluksiz deyiladi.

3-ta’rif. Agar f(x) funksiya biror intervalning xar bir nuqtasida uzluksiz bo’lsa,
funksiyani shu intervalda uzluksiz deyiladi.

4-ta’rif. Agar f(x) funksiya x=a nuqtada aniqlanmagan bo’lsa yoki lim f(X)limit
mavjud bo’Imasa yoki (1) tenglik o’rinli bo’lmasa, f(x) funksiyani a nuqtada uzlukli
(yoki a nuqgtada uzilishga ega) deyiladi. a nugtaga f(x) funksiyaning uzilish nuqtasi
deyiladi.

5-ta’rif. Agar lim_ f(x)= f(a+0), lim_ f(x)= f(a-0) chekli limitlar mavjud bo’lib,
lekin ular 0’zaro teng bo’lmasa, f(x) funksiyani a nuqtada 1-tur uzilishga ega deyiladi.

1-tur uzilishga kirmaydigan, barcha uzilishlarga 1 -tur uzilish deyiladi.
Misol.1. f(x)=+x+4 funksiyaning x=5 nuqtada uzluksiz ekanligini ko’rsating.
f(5)=v5+4=3; lim f(x)= lim Vx+4=+5+4=3; lim f(x)=f(5)=3.

2. f(x)= (x£0). lim = =+oo; lim —=+oo
X x—>+0 X x—>-0 X

Demak funksiya x=0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega.

Yig’indi, ko’paytma va bo’linmaning uzluksizligi.

Teorema. Agar f,(x), f,(x) funksiyalar x=a nuqtada uzluksiz bo’lsa,u xolda



f1(X) = (%), F1(X)eTo(X) va%(fz(a);w) funksiyalar xam shu x=a nuqgtada uzluksiz
X

2

bo’ladi.

Endi kesmadagi uzluksiz funksiyalarning quyidagi ikkita xossasini ko’rib

o’taylik.

1-teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo’lsa, u xolda bu

funksiya shu kesmada o’zining eng katta va eng kichik qiymatiga erishadi.

2-teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo’lib, bu kesma
uchlarida turli ishorali giymatlarni gabul gilsa, u xolda a va b nuqtalar orasida xech
bo’lmaganda shunday bir x=s (a<s<b) nugqta topiladiki, bu nuqtada f( ¢)=0 bo’ladi.

MISOLLAR.
Quyidagi funksiyalarining uzluksizligini ko’rsating.(141-147)
141,y =x 142,y =1+ x> 143.y =/x x>0

144. y=sinx 145.2x*+2  146.y =X

147.y = shx
a ning qiymatida f(x) funksiya uzluksiz bo’ladi. (148-151)
x* —4 1 <1
148. f(x)=1{ % 5 ©® X # 2 6ynca 149. f(x)= { X+ ,zazap x <16ynca
—26 3—ax®,azap x > 2 bynca
a,azap x Vica

X 1

,azap X # 0 6ynca 151. f(x)={(1+ x);,aeapx # 0 bynca

a,azap x =0 6ynca

150. f (X) = { xd

a,azap x =0 6ynca

152. a vab ning ganday giymatlarida f(x) funksiya uzluksiz bo’ladi.

—2sinX,azap X < —% oyica

f(x)=<asinx+b, aeap—%<x<%6yﬂca

/4
COS X, acap X > > oynca

Quyidagi funksiyalarining uzilish nuqtalarini aniqqlang.(153-169)

1 X X+1
153 y =~ 154. y=—— 155.y:X3_+X2
1 1 X

156.y = 157, y=—— 158, y=

x> -9 COS X sin x



159. y =[x] 160. y =sgn x
162, :{X:-l, agar x>0,
x“, agar x<0.

164 y-=

x*, agar x<3,
2x+1, agar x> 3.

166.y=%

168. y =arctg _a
X—a

170.y = =

lg|x|

1
161.y =2~
Sin x

163. y ——, agar x =0,

2, agar x=0.

165. y=x—[x]
167.y= X1
oY

169. y =sgn(sin x).

funksiya nechta uzilish nuqtaga ega.

X
Quyidagi funksiyalarining nechanchi tur uzilishga ega. (171-178)

173. y=ctgx, x,=7x
175.y=sonx, x,=0

176.y = —*

, X =0
1+2H



3-§. FUNKSIYANING XOSILASI VA DIFFERENSIALL.
Funksiyaning xosilasi.

Ta’rif. Agar u= f (x) funksiyaning X=X, nuqtadagi orttirmasi A u ning argument
orttirmasi A X ga nisbatining A x nolga intilganda chekli limiti mavjud bo’lIsa, bu limit
f (x) funksiyaning X , nuqtadagi xosilasi deb ataladi va u' yoki u'(x) yoki f(x,) yoki
& yoki 4t ko’rinishlarda belgilanadi.

dx dx
A — i f(xo + AX) - f(X,) _

Demak ta’rifga ko’ra f'(xo)= lim

=0 Axy  A—0 AX
Misollar.
1.u=f(x)=s=const bo’Isin. A u=f(x+A x)-f(x)=s-s=0 u'= gmo % =0
2.u=F (x)=x bo’lsin, 2 =XFA) =X g oy AV g
Ax Ax A0 Ay

3.u=x? funksiyaning x=3 nugtadagi xosilasini toping;
Uo=9;Uo+ A U=(3+ A X)?=9+6 A X+( A X)?
Ay _ o (6+A0AY _

U'=lim —= = lim (6+ A X)=6;
Ax—0 A_x Ax—0 Ax Ax—0
4.u=f(x)=/x ,(x>0)
.. Ay _ . \/x+Ax—\/;_. 1 _ 1
U=lm —=lim ———=1im =
A0 Ay Ax—0 Ax a0 x4 Ax ++4/x 24/x

Funksiyaning differensiallanuvchanligi.

1-ta’rif. Agar u=f(x) funksiya x=x , nugtada chekli f '(x,) xosilaga ega bo’lsa,
uni shu nugtada differensiallanuvchi funksiya deyiladi.

2-ta’rif. Agar u=f(x) funksiya ixtiyoriy xe [a,b] da differensiallanuvchi bo’lsa,
bu funksiyani shu kesmada differensiallanuvchi deyiladi.

Teorema. Agar u=f(x) funksiya x=x, nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, bu
funksiya shu nuqtada uzluksiz bo’ladi.

Misol. u=1 giperbolaning Xx=x,=1 ya’ni (1;1) nuqtasiga o’tkazilgan urinma
tenglamasin); tuzing.

WX )=F(L)=1; F'(x)=- 5 F(1)=-1

u=1-1(x-1) = u=2-x. ’

Yig’indi, ko’paytma va bo’linmaning xosilasi.



Teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar x < (a,b) nugtada u(x) va v(x)
xosilalarga ega bo’lsa, u xolda ularning algebraik yisindisi, ko’paytmasi va bo’linmasi
shu x nuqgtada xosilaga ega bo’lib, quyidagi formulalar bo’yicha topiladi:

(utv)'=u'+v';
(uv)'=u'v+uv'

(4)" =50 (V9 #0)

2

Teskari funksiyaning xosilasi.

Teskari funksiyaning mavjudligi xaqidagi teoremani isbotsiz keltirib o’taylik.
1-teorema. Agar u=f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo’lib,
shu kesmada o’suvchi (kamayuvchi) bo’lsa, bu funksiyaga teskari bo’lgan x=¢ (u)
funksiya mavjud bo’ladi. u=f(x) ga teskari bulgan funksiyani topish uchun tenglamani
X ga nisbatan yechish kerak.
2-teorema. Agar u=f(x) funksiya x nugtada chekli f '(xX) #0 xosilaga ega
bo’lsa, u xolda bu funksiyaga teskari bo’lgan x=¢ (u) funksiya xam shu nuqgtada

. |
u)=
'(U) I

xosilaga ega bo’ladi.

Murakkab funksiyaning xosilasi.

Agar u o’zgaruvchi u o’zgaruvchining u=f(u) funksSiyasi bo’lib, u esa o’z
navbatida x ning funksiyasi u=¢(x) bo’lsa, u xolda u=f(¢ (x)) funksiyani x ning
murakkab funksiyasi deyiladi.

Teorema. Agar u=¢ (x) funksiya o’zgaruvchi x nuqtada u,'=¢ '(X) xosilaga,
u=f(u) funksiya esa o’zgaruvchi u bo’yicha u,'=f'(u) xosilaga ega bo’lsa, u xolda
u=f(p (x)) murakkab funksiya xam shu x nugtada

xosilaga ega bo’ladi.

Parametrik ko’rinishda berilgan funksiyaning xosilasi.



Agar teng Iamamiz{x B (0((?) parametrik ko’rinishda berilgan bo’lib, ¢ (t), v (t)

y=y
funksiyalar differensiallanuvchi va ¢'(t)#0 bo’lsa y'xz'/'f'(t) ya’'ni y'x=yj'(t)
@', (1) x', (1)

formula o’rinli bo’ladi.
Asosiy elementar funksiyalarning xosilalari.

1. y=x" (x>0) darajali funksiyaning xosilasini topaylik. Funksiya xosilasining

ta’rifiga ko’ra A U=(X+A X) "-x"=x n[(1 + ﬂ) -1yo],
X

A3 ]

Ax Ax Ax
X
KIJFAXJ —1}
X
lim =n ajoyib limitni e’tiborga olsak
X—> x
Kl + ij - 1}
X
lim 2 = im xm=nx",
A—0 Ax  Ax—0 Ax
X
yl:(Xn)l:an'll

2.y=a” (a>0, a #1) ko’rsatkichli funksiyaning xosilasi.
AYy=a™*-a"= a* (a™-1);
Ay _ a*(a™ -1)

Ax Ax
lim a1 —n, ajoyib limitga ko’ra
x—> X
X Ax Ax
y=tim 2= fim @D ox @2 X,

Ax—0 A_x Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Demak, y'=(a*)’=a*Ina

3. y=log,x (a>0, a=1) logarifmik funksiyaning xosilasi xam
y':(logax)':l log.e formula bilan topiladi.
X



Agar Iogae:%; logea=Ina ; logex=Inx ; Iogxezli. ekanligini e’tiborga olsak
ne nx
y'=(log.X)'=— kellb chigadi.
Agar a=ye desak Ina=Ine=1 bo’lib, u=Inx ; y'=(1nx)'=l bo’ladi.
X

4. y=sinx funksiyanig xosilasini topish uchun x ga A x orttirma bersak u xam

Au orttirma olib A y=sin(x+A X)'SinXZZSi”(%)COS[(zL;m] !

. Ax Ax
Ay Sln?COS x+7
Y=l e mam TR
2

y'=(Sinx)'=cosx
xuddi shuningdek o’rta maktab dasturidan bizga ma’lum bo’lgan boshga
trigonometrik funksiyalarning xosilalarini xisoblash mumkin:

(cosx)'=-sinx ; (tgx) '=

SIl’lX

5. Endi y=arcsinx teskari trigonometrik funksiyaning xosilasini xisoblashni
ko’raylik.
y=arcsinx funksiya x=siny funksiyaga teskari funksiya bo’lgani uchun, teskari
funksiyalarning xosilalariga ko’ra
1 1 1 1

y'=(arcsinx) '=— =
(siny) cosy Jl-sin>y 1-x’
: 1
(arcsinx) '= . (-1<x<1).
V1-x?

Xuddi shuningdek

1 1 1
arccosx) '=- ; (arctgx) '=—— ; (arcctgx) '= - :
(Brccosx) =+ —— ; (@retg) = (aroctg)'= -

6. y=Inx bo’lsa, y—l-x' :l; Agar y=Inu bo’lib u=f(x) bo’lsa,
X X
Inu =/
y=(Inu) =~ I
Agar y=u"®(x) bo’lsa, Iny=vInu — bundan xosila olsak
Yy nuty- - . y'=u"[v"Inutv- u—'].
y u u
Differensiallash qoidalari:
1. (uxv)'=u'+v' 5.y=f(u),u=¢ (X),y=f[ ¢ (x)] bo’Isa, yx'= Y, ux yoki y,=f

X (W) @ x'(X) .



2. (uwv)'=u'v+tuv' 6.y=f(x) va x=¢ (y) funksiyalar o’zaro teskari bo’lsa,

1
Yx'=— .
)Cy

3. (Cu)=C-u' (C-o’zgar.) 7. (u")=vu"*u+u'lnu-v'
\ , x=g(0) , '
4. (%) =20 8.y=p() bo’lsa,yi= L= yoki y=2x .
% v ; X,
ast<p

Differensial va xosila orasidagi bog’lanish.

Agar u=f(x) funksiya [a,b] kesmada differensiallanuvchi bo’lsa, bu
funksiyaning x e[a,b] nugtadagi xosilasi f '(x)= lim % (1) tenglik bilan aniglanar

edi. Limitning ta’rifiga ko’ra Ax—0 da % nisbat f '(x) ga intiladi. Boshgacha

aytganda ular orasidagi farq cheksiz kichik migdor bo’ladi.

Shuning uchun
%zf (X)+ o= AU=F'(X)-AX+ @ AX (Ax—0 da a0 ).

Bundan ko’rinadiki funksiya orttirmasi A u ikkita qo’shiluvchidan iborat bo’lar
ekan. Shularning birinchisi f '(X) Ax ga funksiyaning differensiali deyiladi va dy
orqali belgilanadi.

dy=f'(x) AX (2
desak (2) dan dx=x'AXx = dx=Ax ekanligini e’tiborga olsak
du=f '(x)dx 3)
yoki
L=t *)
dx

(4) dan ko’rinadiki f'(x) xosilani funksiya differensialining argument
differensialiga nisbati deb garash mumkin ekan.
Differensialning asosiy hossalari.

1.dC=0(C-0’zgarmas)

2..d(Cu)=Cdu

3.d(u+v)=du+dv

4.d(uv)=vdu+udv

5. d(*) = duv e dv 0y £0)

Differensialning taqgribiy xisoblarga tatbiqi.

Agar y=f '(x)= lim % chekli limit mavjud bo’lsa,

AYy=f'(X) Ax+ aAX (AX—0da a— 0cheksiz kichik funksiya)
yoki



Ay=dy+ oAx = =148y OAY g, @

dy ~ dy LA f(x)

i ﬂ: i + % = ~ + - ~f'
lim o AliTo(l f'(x)) 1= Ay =dy = f(Xx+AX)-f(X)=f'(X) AX

yoki
f(x+ A X) =f(X)+f '(X) AX
Misol.
sin31%=sin(30%+1%=sin(Z +-2-); Ax=-"-; x+Ax=30°+1°_Z2+ " ;
6 180 180 6 180
Sin(0%+1%=sin( %+ %) ~sinZ +(sinz) .- Z=L 3. T —gs515,
6 180 6 == 180 2 2 180

6
Yugqori tartibli xosila

Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada differensiallanuvchi bo’lsa, u xolda bu
funksiyaning xosilasi f '(X) umuman aytganda yana x ning funksiyasi bo’ladi. Shuning
uchun undan x bo’yicha xosila olsak, xosil bo’lgan xosilaga berilgan funksiyadan
olingan ikkinchi tartibli xosila deyiladi va u" yoki f "(x) lar bilan belgilanadi. Shunday
gilib u=f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli xosilasi

u"=f)=(u)=(f'(x))".
u"=f "(x) ikkinchi tartibli xosiladan olingan xosilaga u=f(x) funksiyaning uchinchi
tartibli xosilasi deyiladi:
u™=f " (x)=(f "(x))’
Shu jarayonni n marta davom ettirsak u=f(x) funksiyaning n tartibli xosilasi
yO=fW(x)=uy = (f"D(x))' ko’rinishda bo’ladi.

Misol. u=f(x)=2x *+3x 3-5x 2 +6x-8
u'=8x 3 +9x % -10x+6
u"=24x? +18x-10
u™=48x+18.
Agar u(x), v(x) funksiyalar differensiallanuvchi bo’lib, u™(x), v("(x) xosilalarga ega
bo’lsa, u xolda
1. (Cu) M=Cu®™ (C-o0’zgarmas son)
2. (u+v) M=yM+y™
3. (uv) M=uy+ny™Dy+ 0= Dy
1-2
tengliklar o’rinli bo’ladi. Oxirgi tenglikka Leybnis formulasi deyiladi.

Endi yuqori tartibli qosila tushunchasi kabi,yuqori tartibli differensial
tushunchasini Kiritaylik. Agar u=f(x) funksiya differensiallanuvchi bo’lsa, uning
differensiali dy=f'(x)dx=u'dx formula bilan xisoblanishini ko’rgan edik. Bu yerda x
ga faqat f '(x) boslig bo’lib ,dx bosliq bo’lmaydi, chunki dx=Ax bo’lib argument
orttirmasini ifodalaydi. Shuning uchun dy differensialidan yana differensial olsak,
xosil bo’lgan differensialga u=f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deyiladi
va d?y yoki d*f(x) lar bilan belgilanadi:

+ .. +uv®,




d?y=d(dy)=d(y'dx)=d(y")dx=(y")'dxdx=y"dx?
d?y=y"dx?
yoki  diy=f"(x)dx?.
Xuddi shuningdek uchinchi,to’rtinchi va xokazo tartibli differensiallarni topish
mumkin:
d3y=y "dx®, dly=yVdx?,..., dy=y @dx" .
Misol.  u=4x>-3x*+6, d*y=q
dy=(20x *-6x)dx, d’y=(80x3-6)dx? d’y=240x%dx>, d*y=480xdx*

MISOLLAR.
Quyidagi funksiyalarining uchun % munosSabatni toping. (179-181)

179. y=2x*-x*+1 x=1, Ax=01
1

180. y=—"—— =1 Ax=04
SCEr
181. y=1 x=2, Ax=0,01
X
Hosila tasrifidan foydalanib quyidagi funksiyalarning hosilarini toping.(182-196)
182. y=x 183.y=2x+1 184.y = x?
185. y = Jx 186.y = x° 187.y =1
X
188. y =sinx 189. y = cos x 190. y = ctgx
191.y =e* 192.y =a* 193. y=3*"*
1 .
194,y =Inx 195.y=— 196.y = x*sinx
y y 7x y

197. f(x) funksiya nugtada hosilga ega bo’lsa, u holda
* _a%
lim xt(@)-amt (%) =f (a)—a*f'(a), bo’lishini isbotlang.

X—a X—

198. y =sinx funksiya grafigiga (m;0) nuqtada o’tkazilgan o’rinma abssisalar o’qini
ganday burchak ostida kesadi.

199.y = 1 va y=x* funksiyalar kesishish nuqgtasidan o’tkazilgan urinmalarining
X

burchak koefisientlarini toping.
200.y=+/x vay =% funksiyalar ganday burchak ostida kesishadi.

Quyidagi funksiyalarining hosilarini toping.(201-259)

201.y=x+1 202. y=x*+2x 203.y =ax* +bx+c
204.y = x* -3x° 205.y:§x3 205. y=(x-2)"
207.y = Jx +3x 208. y = x(vx +1) 209. y = (x—1)

Jx



2
X2

210.y ==+

213.y==+¢*

X |k X |-

216. y=a*"

219.y = x** 2

222.y = 2sin X+ Cos X

225.y = x*sinx
228.y =x**10*

231.y =arcsin 2x
234.y = arccos 2X .

237. y=+/x e

1
240.y = arccos —
Y N X

243.y =cosvx* -1
246. y = x*sin 2"

249. y =sin/x
252.y=log, 3
255. y =In(x*sinx)

258. 'y =(cos x)™™

211. yzg_i
X

214.y =e*
217,y =4% + 47

X

220.y =sin—

y=sin2

223.y=Inx+1
226. y =tg5x

sin X
1-cosx

229.y =

232.y = x*arccos X

235,y = X
In x
238. y=¢™"

241. y =arcsine®

244. y =sin(sin x)

247.y = x* —a?

250.y =Insinx
253. y=log, 3*
256.y = x*

259. y = (arctgx )™

X+ 2
X +1

212y =
1 2x
215.y=Ee +2X
218.4x7° +5x™
221.y =cos3x
224.y = x*Inx
227.y =1tg2x —ctgx

230.y =sin” x

233.y = arctg x*
236. y =e(a*sinax—a*cosax)

239. y = x —arctgx”®

242.y = 2sin®
X
245.y = arccos e*
248.y = (Va —/x)?

251. y=log,(x+1)

254.y =arctg In x

257.y =(sinx)"

260.y =e* funksiya uchun f(0)+xf’(0) ni toping.
261.y =(x+1)*In(x+1) funksiya uchun f(0)+£(0) ni toping.

y'(0)

262 y(x)=tgx. va ¢(x)=In(l-x) funksiyalar uchun 20 ni toping.
®



263.y = shg - chg funksiyalar uchun f(0)+f*(0) ni toping.

264. Qanday nugtalarda y = Ll funksiya grafigiga o’tkazilgan urinma OX o’qning
X+

musbat yo’nalishi bilan 45° li burchak tashkil etadi?

265. Qanday nugtalarda y = In(x—1) funksiya grafigiga o’tkazilgan urinma OX
0’gning musbat yo’nalishi bilan 60° li burchak tashkil etadi?

266. Qanday nugtalarda y =(3—x2)e* funksiya grafigiga o’tkazilgan urinmalar OX
0’qga parallel bo’ladi?

267. Qanday nugtalarda y = x* Inx funksiya grafigiga o’tkazilgan urinmalar OX o’qga
parallel bo’ladi?

268. Qanday nugtalarday = In(4x—1) funksiya grafigiga o’tkazilgan urinmalar u=x
to’sri chiziqga parallel bo’ladi?

269. Qanday nuqgtalarday = x* —3x* + 2 funksiya grafigiga o’tkazilgan urinmalar

y =-3x to’sri chiziqga parallel bo’ladi?

270. Qanday nuqgtalarday =sinx funksiya grafigiga o’tkazilgan urinmalar x—10=0
to’g’ri chiziqga perpendikulyar bo’ladi?

271. Qanday nuqgtalarda y =Inx funksiya grafigiga o’tkazilgan urinmalar

2y +x+1=0 to’g’ri chiziqga perpendikulyar bo’ladi?

272.y =x*Inx funksiya x(y —1)' = y+x tenglamani ganoatlantirishini ko’rsating.
273. y=x*e™ funksiya xy'=(1-x)y tenglamani ganoatlantirishini ko’rsating.

274.y = L+Inx funksiya x*y’=1—xy tenglamani ganoatlantirishini ko’rsating.
y = f(x) funksiya grafigiga berilgan nugtada o’tkazilgan urinma tenglamasini yozing.
(275-283)
275.y=x* x=1 276.y=¢*, x=0
277.y=4fx2 X=2 278.y =sinx, x:%
279.y=v4—-x* x=1 280y =In(x+1), x=0.
281. y= ! -, x=1 282.y=arctg2x, x=0

1+x
283.y=1In X_l, X=2

X +1

284.y =sinx egri chizig OX o’qi bilan ganday burchak ostida kesishadi.
2 2
285.y = X? va y= 4_% egri chiziglar ganday burchak ostida kesishadi.

286.y =x*—x ga OX o’qi bilan kesishgan nuqtalarida o’tkazilgan urinmalar topilsin.
287. y* =4—x ga OU o0’qi bilan kesishgan nuqtalarida o’tkazilgan urinmalar topilsin.

Parametrik ko’rinishda berilgan funksiyalarning y' = % hosilarini toping.  (288-
X

295)



_ X=-—" B
288, ¥~ 2891 t-1 g0 |X=Mt
y:t yzL y:%
t-1
ot _ 42 —t_qi
291, {x_e2 992, {x—t l2t 293, {x t—sint
y=e” y=2" y =1—cost
_ *gj _ 2)
294, X a(c95t+t sint) 295. | X In(L+t
y =a(sint —t*cost) y =t —arctgt

Oshkormas ko’rinishda berilgan funksiyalarning y’ = % hosilarini toping.(296-309)

2 2

2963x -2y =1. 297. z_z—g_zﬂ 298. x* +y*=a’

299. x* +y® —3axy =0 300. Vx +./y =+/a 301.x-2cosy =1

302. x2*y=siny 303.arctg(x + y) = x 304, y=e*"
305. Iny+§ =1 306. %In(x2 +y?) = arctg% 307.x =y +arctgy
308. e* —e* =3 309.y*Iny =x*Inx

Quyidagi funksiyalarni hosilacini toping. (310-317)

310. y = x* —2x 311. y = x+3*sinx 312. y=e2+§

313.y = e 314, y:InX—+i 315. y = x*e”

316. y=In( x* -1) 317.y =arccos 2*

Quyidagi funksiyalarni ikkinchi tartibli hosilarini toping.(318-332)

318.y =x* +6x° 319.y =sinx 320.y=a"
321.y=x*e* 322.y = X1+ x? 323.y = >

324. y =cos® x 325. y = (1+x*)*arctgx 326.y=Inx?
327. y=x*Inx 328. y =sin x + cos X 329.y =Incosx
330. y=Inv1+x 331. y=sine” 332.y = x*arctgx
Quyidagi funksiyalarni n-tartibli hosilarini toping. (333-342)

333, yzzinezx 334,y = x" 335, y—e®

337.y=(a*x+b)" 338.y =In(1+x) 339.y=¢~

340.y = x*e’ 341.y =sinx 342,y = 1%

2
Quyidagi funksiyalarni uchun 3—3’ ni toping. (343-352)
X



_ 942 _ A%
343, {x 344, {X—Zt +2 345 {x_a cost

y = y=3t°+3 y =a*sint
346, X~ 347, [X=¢ 34g, | X=arct
y= y =e™ =In(1+1t?)
X = arcsmt Int x=a"(t-sint)
349. 350. 351.
{y V1- {y_tz—l {y:a*(l—cost)
350 [X=¢ 'cost
" |y =e'sint
Quyidagi funksiyalar uchun y" ni toping. (353-358)
353.3x+4y =2 354, x*+y*=4 355. x*+xy=2
356.e*" =x 357.y = x+arctgy 358.y=x+Iny

359. y =e*sinx funksiya y"'-2y+2y =0 tenglamani ganoatlantirishni ko’rsating.

360.y = X—_Z funksiya 2y'*=(y-1)y" tenglamani gqanoatlantirishni ko’rsating.
X+

361. y=+2x-x* funksiya y’y''+1=0 tenglamani ganoatlantirishni ko’rsating.

362.y =sin(n*arcsinx) funksiya (1-x?)y" —xy +n’y =0 tenglamani ganoatlantirishni
ko’rsating.

363. y=e" +2e™ funksiya y —13y —12y =0 tenglamani ganoatlantirishni ko’rsating.

364. (a+b*x)e% =x funksiya x®y" =x(y —y)? tenglamani ganoatlantirishni
ko’rsating.

365. y=3t—t, x=3t? parametrik ko’rinishda berilgan funksiya 36u"(y —+/3x) = x+3
tenglamani ganoatlantirishni ko’rsating.

366.y=e"cosx, y=e*sinx parametrik ko’rinishda berilgan funksiya

y (x+Yy)? =2(xy —y) tenglamani ganoatlantirishni ko’rsating.

Quyidagi funksiyalarni Teylor formulasi bo’yicha x, nugtaning atrofida (x- x,)*
hadgacha yoying.(367-374)

367. f(x)=2x°, x,=1 . 368. f(x)=x*-3x* x,=2
369. f(x)=e*, x,=-1 370 f(x)=2%, x,=1
371. f(x):1 Xy =2 372. f(x)=xe*, x,=-1
373. f(x)=1 I‘)l( x, =1 374. f(x)=sin(2x-2), x,=1

Quyidagi funksiyalarni Makloren formulasi bo’yicha x hadgacha yoying. (375-382)

375.y =e* 376.y ="



1

377. y=—"— 378.y=a*

Y= % y=a
379.y = x*e* 380y =sinx.
381y =3 382.y = cos 2x

4-§. Aniqmasliklarni ochish. Lopital qoidasi.
Lopital goidasi.

Ba’zi xollarda S kasr ko’rinishidagi funksiyalarni tekshirganimizda

P(x)
x —+o0,x — -0, x —>a,x—0 intilganda % yoki 2 ko’rinishdagi anigmasliklarga
o0
uchraymiz. Bu anigmasliklarni xosila yordamida Lopitalq qoidasiga ko’ra ochishni

ko’raylik.
Teorema. Agar f (X), ¢ (x) funksiyalar x=a nugta atrofidagi (x=a dan tashqgari)
barcha nuqtalarda differensiallanuvchi bo’lib,
lim f (X)=1im ¢ (X)=0 (yoki lim f(X)= lim ¢ (X)=x) va ¢'(a)=0
bo’lsa, u xolda
tim L) = jim L) 1)
= p(x) e '(x)
tenglik o’rinli bo’ladi.
Misollar.

1 fim sinSx :(9): lim (sin5x) ~lim S5cosSx -5
x>0 Sy 0 x—0 (Sx)' x—0 1
2
2. lim —=(Z)=1im 2f =(Z)=lim 2¥ =0
X—>0 e o0 X—>0 e o0 X—>0 e’
1
3. lim (xINX)=(0-0)=lim X =( 2 )=fim —X— =-Jim x=0
x—0 x—0 1 00 x—0 1 x—0
X x°
) 1 sinx \_ _ .. l-smx _,0,_ .. —cosx _
4. lim - =(0—o0)=1lim =(=)= lim — =0
H% COSX COSX ""% COS X 0 "—’% —sinx

1

5. lim (1+x2)§ ; bu «° ko’rinishdagi anigmaslik

X—>0

y= (l+x2)i desak Iny="LIn(1+ x?);
X

2x
2 2
lim Iny=tim 20> =y 1+1x =0
X—>00 X—>00 X X—>0

1
In(lim y)=lim (Iny)=0 = limy=1 = lim (1+x>):=L1.

X—>0



MISOLLAR.

Quyidagi limitlarni hisoblang.(383-400)

383. [im

386

389. li
!m 1—cosbx

392.

395

398

!['J Insin x

- lim xsin 2
X

) x® -8
384.
I![D x* —16
387, |Im In cos x
x—0 X
. 1-x
390. lim
o1 1 sin ™
2
. e*-1-x
393. lim .
x—0 X
. X—arctgx
396. lim 5
x—0

399. [im - xtg =

X
x—1 2

385. ljm "

o X

. X*cos—sinx
388. ||m —
x—0

X

. Inx

ax bx
394. lim —2

w0 SinX

397. [jm x"e™

X—0o0

400. |im Inx*In(x-1)

x—1



